Musterlosung Klausur Analysis III f. Ing. Version D vom 29. Juli 2021
1. Aufgabe 8 Punkte

a) Die Angaben fassen wir zusammen:
T0)=1i, T(o)=-3i, T(-i)=-i
Mit der allgemeinen Form

az +b
cz+d

T(z) =

gilt dann

—ila+b
—ic+d
Die Bruchgleichung wird wie folgt umgeformt:

b=1id, a= —3ic

M:_j — —3c+id=—c—id = 2id=2c = c=1d,
—ic+d

und fiir a ergibt sich a = —3ic = 3d.

Somit ist
az+b_3dz+id_3z+i_3iz—1

cz+d  idz+d  iz+1  —z4i
die Mobius-Transformation mit den gewiinschten Eigenschaften.

T(z) =

b) Die rechte Halbebene liegt rechts der positiv durchlaufenen imaginiren
Achse 7. Auf der imagindren Achse liegen die Punkte —i, 0 und co. Die
Bildpunkte sind —i, i und 3i. Die gerichtete Gerade 1 wird auf sich selbst
abgebildet. T" bildet die rechte Halbebene auf sich ab.



2. Aufgabe 8 Punkte

a) Benutzen einer geeigneten Stammfunktion (Nachweis mit Skizze o.dgl.).

log(z — 2i) hat Schlitz auf der Geraden Im z = 2 in der oberen Halbebene.
Die Strecke [—2, 0] schneidet den Schlitz nicht. Damit

Ll - _1 - dz = [log(z - 21)]02 — log(—2i) — log(—2 — 2i)
= In2 + (—if) — (In(2v2) —i¥) = —Inv2 +iF.

Es gilt also

1
J ,dz=—ln\@+i§.
71

z — 21

b) Auswertung als Parameterintegral:

z L o(=1+i)t _
L2 (1—IH12)Rezdz:J0 m‘(—l—l)dt

f S 2f1 L= o1 4] = —2m2
= = — = —2|ln = —2n2.
o (L+1)(=t) 0o 141 0




3. Aufgabe 11 Punkte

a) Im Kreis [z + 1| = 2 befinden sich vom Nenner die Nullstellen 0 und —%
und sind damit isolierte Singularititen des Integranden.

Wir berechnen die Residuen des Integranden an diesen beiden Singula-
ritaten.

Mit g(z) = 1+ 2sin z und h(z) = zcos z gilt

1+2sinz  g(2)

2 o8 2 h(z)

Es ist h/(z) = cosz — zsin z.

Es gilt g(0) =1 # 0 und A'(0) = 1 # 0 sowie
)

g(=5)=—1#0und '(-3%) = -5 #0.

Somit ist

2 COS 2 zcosz 2

Res(1+281nz,0) _ g(0) _ % Y Res<1+281nz _z) _ 9(—3%)

Der Residuensatz ergibt dann die Aussage
1+ 2si 1+ 2si 1+ 2si
J + sinz o, (Res( - sz,O)+Res( + smz)_z))
2 COoS 2 2COS 2 2COoS 2 2
|[z4+1|=2
T

= 27i (1 + 2) =i(2m +4) = 2i(2 + 7).

b) Die Nullstellen des Nenners sind 4+2i und +3i und allesamt einfach. Es
werden nur die Nullstellen in der oberen Halbebene beriicksichtigt: 2i und
3i.  Esist

2243 2243
o (24 4) (22 +9) 2 - 21 -




4. Aufgabe 10 Punkte

Man bendétigt noch das Bild der reellen Achse. Mit
0,1,00 - 3,-3i,—3
ist das Bild der Kreis |z| = 3.

Das Gebiet, auf dem u definiert ist, wird vom Kreis |z + 2i| = 2 und der reellen
Achse berandet. Also wird das Bildgebiet von den Kreisen |w| =1 und |w| = 3
berandet. Das Bildgebiet ist somit der Kreisring 1 < |w| < 3.

Fiir die Funktion U mit U = u o T~! ist gegeben das RWP

AU (z,y) = 0, fiir 1 <a® +y* <9
Ulz,y) = fiir 2% + 3 = 1,
U(z,y) =0 fiir 22 +¢y* = 9.

Das wird gel6st durch

_ 1 2, 2
U(z,y) =1-— 1ngln(:ic +y°).

Mit w = U o T ist die Funktion © dann durch

1 ) 1 . 927 +9(y + 1)
u(z,y) = 1—E1n|T(m,y)| =1- ln91n PR P

gegeben.



5. Aufgabe 13 Punkte
Ermitteln der GGP:
(l‘+1)(y—2) = Oa (l’+2)(’y2—3y) =0 = (l’,y) € {(_L 0)7 (_]-7 3)7 (_27 2)}

Jacobi-Matrix:

-2 z+1
J(x,y) = Y
o) <y2—3y (x+2)(2y—3))
Dann ist

J(—1,0) = (‘02 03), J(—1,3) = ((1) g) J(—2,2) = (_02 _01>

Alle Eigenwerte von J(—1,0) haben negativen Realteil: Der GGP (—1,0) ist
asymptotisch stabil.

Alle Eigenwerte von J(—1,3) haben positiven Realteil: Der GGP (—1,3) ist
instabil.

Das charakteristische Polynom .J(—2,2) ist A?> — 2, die Eigenwerte damit ++/2.
Ein Eigenwert hat positiven Realteil. Der GGP (—2,2) ist instabil.



6. Aufgabe 10 Punkte

a) (2 punkie) Falsch.
Mit z =z + iy, x,y € R, gilt

exp z = exp x exp(—iy) = e* cosy — ie”siny.

Mit u(x,y) = e* cosy und v(z,y) = —e*siny ist u,(z,y) = €* cosy sowie
vy(z,y) = —e* cosy. Fiir (z,y) = (0,0) gilt u,(0,0) = 1 und v,(0,0) = —1.
Die C-R-DGL u, = v, ist an der Stelle (0, 0) nicht erfiillt, damit ist expz
an der Stelle 0 nicht komplex differenzierbar.

b) (3 Punkte) Wahl“

«) Es ist
| 1 1 9(2)
— - —1)k = —1)k - 2
cosz—1 1437 ((Qk;; D Y ((Qk;;! 22
mit 1
9(z) = —1)k '
PO ((214%1 .

Es ist g(0) = 1. Damit ist die Stelle 0 eine Polstelle 2. Ordnung.

f) Kurz: Es kann begriindet werden, dass der Nenner eine Nullstelle 2.
Ordnung hat (Funktion und 1. Ableitung 0, zweite Ableitung ungleich
0).

v) Kurz: Es kann nachgerechnet werden, dass lim,_, 2% f(2) existiert und
ungleich 0 ist.

C) (2 Punkte) Wahl"

«) Die einzige Nullstelle von p ist —g. Weil p stabil ist, ist diese Nullstelle
negativ und gilt a > 0.
Es ist v(t) = p(it) = b+ iat, somit Rev(t) = b > 0 und mit ¢ > 0 nun
Imv(t) = at > 0: Die Nyquistkurve liegt also im I. Quadranten.

f) Laut Nyquistkriterium muss die Nyquistkurve fiir ¢ > 0 genau einen

Quadranten positiv durchlaufen. Da v(0) = b auf der positiven reellen
Achse liegt, muss die Kurve im I. Quadranten liegen.



d) (3 Punkte) FaISCh
Das charakteristische Polynom ist A%, damit ist 0 ein doppelter Eigenwert.

Die Bestimmungsgleichung fiir den Eigenraum

G-
()= ()

Der doppelte Eigenwert 0 hat geometrische Vielfachheit 1. Damit ist der
GGP (0,0) nach dem Stabilitatssatz fiir den linearen Fall nicht stabil,
sondern instabil.

hat nur die Losung



