Losung zur Klausur Analysis III f. Ing. vom 27. Juli 2024

1. Aufgabe 7 Punkte

Ermitteln Sie fiir das autonome DGL-System

., 2 =2\ .
T = T

das Stabilitatsverhalten (asymptotisch stabil, stabil, instabil) des Gleichgewichts-
punkts (0,0).

Losung:

Hier liegt ein lineares dynamisches System vor, damit kann der Stabilitéitssatz
fiir den linearen Fall angewendet werden.

Es geniigt die Untersuchung der Eigenwerte der Systemmatrix. Charakteristi-
sches Polynom:

det<2_/\ 2 ):(2—/\)(—4—)\)—1—10
5  —4—\

=AM +20-8+10=N+22+2 (=A+1)>+1).
Die Eigenwerte der Systemmatrix sind —1 + 1 und —1 — 1.
Sie haben negativen Realteil.

Damit ist der Gleichgewichtspunkt (0,0) asymptotisch stabil.



2. Aufgabe 10 Punkte
In der komplexen Ebene sei die Kurve C gegeben mit
C: t—1+it, —-1<t<1.

Berechnen Sie die folgenden zwei Integrale:

1+Imz 1
——dz, b dz.
a)L1+Rez: - )LZ—Q :

Losung:

a) Berechnung als Parameterintegral:

1+ Imz L it i
— = idt =~ | (1+t)dt =
L1+Rez f_11+1 ' QJ_I( +1)

b) Eine Stammfunktion von —5 ist log(—(z — 2)). Der Definitionsbereich

dieser Stammfunktion ist die Menge {z € C| Rez > 2 oder Im z # 0}. Die
Kurve C liegt in diesem Definitionsbereich. (Skizze fiir alles das gentigt.)

‘2=1

[\

Die Kurve C verlauft von 1 —1inach 1 + 1.
Damit ist
1 z=1+i
M R [log(—(= = 2)] 7},
=log(—(—1+1)) —log(—(—1 —1)) = log(1 —1i) — log(1 +1)
= (Inv2—i7) — (Inv2 +i%) = —iZ.

Es gilt also
cz—2 2




3. Aufgabe 15 Punkte

Werten Sie die nachfolgenden Integrale aus. Sie brauchen nicht ausfiihrlich zu
begriinden, dass die Voraussetzungen der von IThnen verwendeten Sitze erfiillt
sind.

o0

z+1 1
Punk Punk :
a) (6 Punkte) f o7 — 1 dz, D) (9 Punkte) f (22 +1)(22 + 22 + 2) dr

Jzl=1 a0

Losung:

a) Die Nullstellen des Nenners e* — 1 sind die Stellen % - 271 mit k € Z. Fiir
k # 0 liegen die Nullstellen % - 27i auflerhalb des Einheitskreises |z| = 1.
Nur die isolierte Singularitit 0 liegt innerhalb dieses Einheitskreises.

Nach dem Residuensatz gilt also

z+1 . z+1
J ez_le—Zm Res<(cz_1),0>.

|z[=1

Mit g(z) = z + 1 und h(z) = * — 1 hat man

z+1  g(2)

e —1  h(2)

Wegen h(0) = 0, /'(0) = e =1 0 und g(0) = 1 # 0 ist 0 eine Polstelle
1. Ordnung. Berechnung des Residuums an dieser Polstelle:

(2 ) < 80 1y

Somit ist

1

f = omi 1= oni
e — 1

|z]=1

b) Die Nullstellen des Nenners sind +i und —1 £ i.
Es gilt dann

o0

1
J (2 4+ 1)(2? + 2z + 2) de

-0

. 1
= 27i <<(2z)(22 +22+2)+ (22 +1)(22 + 2))|z=i

1
* <(2,z)(22 +2242)+ (22+ 1)(22 + 2)) 2= 14i ‘



Es ist

1
<(2z)(z2 +22+2)+ (22 +1)(22 + 2)>|z=i

B 1 1 —4-2 -2
2i-(1+2)+0 —4+2 20 10
und
1
(22)(z2+2242)+ (2 + 1)(22+2) /..
B 1 1 4-20 2-i
S04 (=204 1)(20) 4+2 20 10 °
Somit

0
1 20 2-i 9 2r
dz = 2ri —omi- == =22,
J(a:2+1)(:c2—+—2x+2) ’ 7”( 0 10) T
—o0



4. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben ist fiir eine Funktion u(x,y) das Randwertproblem auf einem Winkel-
gebiet im R?

Au(z,y) =0, fir 0 <z <y,

u(z, ) = 627 fir x > 0,

u(0,y) =~y
Losen Sie dieses Randwertproblem mit Hilfe der Methode der harmonischen
Verpflanzung, indem Sie als Verpflanzungsabbildung die Funktion f(z) = 22
verwenden.

fiir y > 0.

Hinweis: Als Ansatzfunktionen benutzen Sie die harmonischen Funktionen x
und y.

Losung:

Es ist

22 = (2 —y?) +1i- 22y,

Die Verpflanzungsabbildung als R?-Funktion betrachtet:
(z,y) = (2 =y, 2zy) = (2", y).
Fiir die verpflanzte Funktion U mit u = Uo f werden die Randverldufe bestimmt:
u(z,z) = 622 = U(0,22%) = U(0,y) =3y

und
u(oy) = _y2 = U(_y2’0) = U(l’l.O) = ZL',.

Offenbar besitzt die harmonische Funktion U mit
U, y) =2+ 3y
die gewiinschten Randverliufe. Es ist damit
u(z,y) =U',y) =2"+ 3y = (2® — y*) + 3 - 20y = 2* — y* + 6y

eine Losung des vorgelegten Randwertsproblems.



5. Aufgabe 9 Punkte

Auf C U {0} ist eine Mobius-Transformation 7" gegeben mit den Eigenschaften

a)

b)

T00) =1, T(wo)=1, T(i)= .

Bestimmen Sie komplexe Zahlen a, b, ¢, d, so dass gilt

az+b
cz+d

T(z) =

Skizzieren Sie das Bild der offenen linken Halbebene {z € C| Rez < 0}
und begriinden Sie Thre Entscheidung.

Losung:

a)

Aus T(0) = i findet man b = id. Aus 7T'(o0) = 1 findet man ¢ = a. Aus
T(i) = o folgt ic+ d = 0, also d = —ic.

Mit jeder Wahl von a aufler a = 0 findet man ¢ = a, d = —ia und
b=1i-(—ia) = a. Somit gilt

T(z)= az +a =z+1

az—ai  z—1i

Die offene linke Halbebene liegt links zur von unten nach oben durchlau-
fenen imagindren Achse (,,1%).

Die Punkte i, o0, 0 werden nacheinander auf oo, 1, i abgebildet.

Die von unten nach oben durchlaufene imaginére Achse wird also auf die
Gerade durch 1 und i abgebildet, die von unten rechts nach links oben

durchlaufen wird (,,\“).

Die offene linke Halbebene wird auf die Halbebene abgebildet, die unter-
halb der durch die Punkte 1 und i gehenden Geraden liegt.



6. Aufgabe 10 Punkte

Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind, und geben Sie
dabei jeweils eine Begriindung an.

(Jede richtige und vollsténdig begriindete Antwort gibt die jeweils angegebenen Punk-
te. Antworten ohne Begriindung geben keine Punkte.)

Antworten Sie bitte nur auf Ihren Lésungsblittern!

a) (2 Punkte) Die komplexe Funktion f : C — C, z — Z ist auf der reellen
Achse (Im z = 0) komplex-differenzierbar.

Antwort: Falsch.
Esist fiir z,y e R

also u(x,y) = x und v(z,y) = —y. Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichung

u, = v, wird hier zu 1 = —1. Diese Gleichung ist fiir keinen Punkt (z,0)
der reellen Achse erfiillbar. Damit ist f auf der reellen Achse nicht komplex-
differenzierbar.

f ist sogar nirgends auf C komplex differenzierbar.

b) (3 Punkte) Die Funktion u : R*> — R, (z,y) ~ 2y nimmt auf der ab-
geschlossenen Kreisscheibe {(z,y) € R?|2? + y? < 1} ihr Maximum im
Punkt (3, 3) an.

Antwort: Falsch.
Die Funktion u ist harmonisch. Damit nimmt sie ihr Maximum nur auf
dem Rand der beschriebenen Kreisscheibe an.

Der Punkt (%, 1) liegt nicht auf dem Rand. Folglich nimmt u ihr Maximum

252
jedenfalls nicht im Punkt (3, 3) an.



¢) (2 Punkte) Die komplexe Funktion f : C\{0} — C mit

sin z
f(z) = 2
z
hat fiir z = 0 einen Pol 1. Ordnung.
Antwort: Wahr.
a) Mit der Sinus-Reihe ergibt sich
sin B i )n 2n+1 i n B i n
22 “(2n+1 2n+1 a ~ 2n+1

Der Hauptteil bricht bei der Potenz z=! ab. Damit handelt es sich
um einen Pol 1. Ordnung.

B) Ein etwas indirekter Test auf ,1. Ordnung® ist die Berechnung des
Residuums mit einem Grenzwert. Wenn der Grenzwert

lim ((z — 20) f(2))
z—20
existiert, dann hat f bei zy einen Pol 1. Ordnung oder eine hebbare
Singularitit. Hier ist
sin z .osinz yy COS 2

limz - —— = lim = lim = 1.
z—0 22 z—0 z z—0 1

Bei einer hebbaren Singularitit miisste dieser Grenzwert gleich 0 sein,
was nicht der Fall ist. Damit handelt es sich um einen Pol 1. Ordnung.

d) (3 Punkte) Das Polynom z?® + 222 + 3z + 2 ist stabil.

Antwort: Wahr

«) Routh-Schema: n = 3, also hochstens 4 Zeilen:

N NN =
o O W

(vgl. Skript S. 85, Beispiel 93)
Die vierte Zeile ist von der finalen Form (af 0). Damit ist das gestellte
Polynom stabil.



f) Die Koeffizienten des vorliegenden Polynoms sind sé@mtlich positiv.
Routh-Hurwitz-Matrix

Bei kubischen Polynomen braucht nur die ,mittlere“ Abschnittsde-
terminante in Augenschein genommen zu werden:

2 1
2 3

=4

Diese Determinante ist positiv.
Damit ist das vorliegende Polynom stabil.
v) Raten oder scharfes Hinsehen ergibt, dass das Polynom % + 222 + 3z + 2

die Nullstelle —1 hat (rechnerischer Nachweis erforderlich). Diese
Nullstelle hat negativen Realteil.

Polynomdivision oder Horner-Schema ergibt
P 4202+ 32 +2=(z+D(2*+2+2)

Das quadratische Polynom z? + x + 2 hat positive Koeffizienten, da-
mit ist es stabil (was in cinem Tutorium bewiesen wurdey, d.h. seine Nullstellen ha-
ben negativen Realteil.

Die Nullstellen von 2 + 2 + 2 sind — 3 +i3+v/7.

Alle Nullstellen des Polynoms 2 + 222 + 3z + 2 haben negativen Re-
alteil. Damit ist es stabil.



