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Allgemeine Hinweise:
e Es sind keinerlei Hilfsmittel erlaubt.

e Benutzen Sie einen dokumentenechten Stift in der Farbe schwarz oder blau. Insbesondere also
keinen Bleistift, sondern einen Kugelschreiber.

e Beschriften Sie jedes Blatt mit ihrem Vor- und Nachnamen und ihrer Matrikelnummer.

e Falls es in der Aufgabenstellung nicht explizit ausgeschlossen wird, so sind alle Ant-
worten zu begriinden! Antworten ohne Begriindung erhalten 0 Punkte.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1: Verstindnis P und NP (3 + 3 + 3 Punkte)
Begriinden Sie in jeweils hichstens drei Sitzen, warum die folgenden Aussagen wahr bzw. falsch
sind.

(a) Es gilt 2-COLORING <7, 3-COLORING.

(b) Wenn fiir zwei Sprachen A, B gilt, dass A NP-schwer ist und A <}, B, so ist B NP-
vollstandig.

(c) Wenn fiir zwei Sprachen A, B gilt, dass A NP-schwer ist und B <, A, so ist B NP-
vollstéindig.

Hinweise: Sie konnen davon ausgehen, dass 2-COLORING € P und dass 3-COLORING NP-
vollstindig ist.
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Aufgabe 2: Turing-Maschinen (2 + 4 + 4 Punkte)
Betrachten Sie die folgende Turing-Maschine:

M = ({zOQ 2]y 22+ 23, 24}, {a’ b}9 {0, b’ D}’ 6’ 20, D’ {u})’

wobei § wie folgt definiert ist:
a:a,R a:a,R
b:b,R b:b,R
— “’R O:0,N @
a: a,L

(a) Ist M deterministisch?
(b) Wird das Wort baab von M akzeptiert?
(c) Geben Sie (ohne Begriindung) die von M akzeptierte Sprache 7(M) an.
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Aufgabe 9: co-NP und PSPACE (3 + 5 + 2 Punkte)

Die Konigin plant die Sitzordnung ihrer n Giiste an dem groken runden Tisch mit n Sitzplatzen.
Damit es keinen Streit gibt, mdchte die Konigin eine Sitzordnung finden, sodass jeder Gast neben
zwei seiner Freunde sitzt. Eine solche Sitzordnung nennen wir freundlich.

Nun behauptet der Hutmacher, dass es keine freundliche Sitzordnung gibt. Leider stoft er auf
Probleme, die Konigin davon zu iiberzeugen. Formal mdchte der Hutmacher das folgende Problem
16sen:

KEINE FREUNDSCHAFTLICHE SITZORDNUNG

Eingabe: Der Freundschaftsgraph G = (V, E), wobei jeder Knoten v € V einen Gast darstellt,
und jede Kante {u,v} € E die Freundschaft zwischen Giisten u und v darstellt.

Frage: Ist es wahr, dass es keine freundschaftliche Sitzordnung der Géste an einem runden
Tisch gibt, das heift, es gibt keinen Kreis, der jeden Knoten in V' genau einmal
enthilt?

(a) Geben Sie (ohne Begriindung) fiir die beiden folgenden Freundschaftsgraphen G, und Ga,
ob eine freundschaftliche Sitzordnung existiert oder nicht. Wenn eine existiert, dann geben
Sie eine an.

(b) Argumentieren Sie, warum KEINE FREUNDSCHAFTLICHE SITZORDNUNG in coNP ist.
(c) Folgt daraus, dass KEINE FREUNDSCHAFTLICHE SITZORDNUNG auch in PSPACE ist?



Aufgabe 4: Reduktion (4 + 9 Punkte)
Betrachten Sie die beiden folgenden Probleme.

VERTEX COVER

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k.

Frage: Existiert eine Teilmenge X € V mit | X| < k, sodass fiir jede Kante {v,w} € E
mindestens einer der beiden Endpunkte in X enthalten ist, d.h. v € X oder w € X7

FEEDBACK VERTEX SET

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k.

Frage: Existiert eine Knotenmenge X C V mit | X| < k, sodass jeder Kreis in G mindestens
einen Knoten aus X enthilt?

Gegeben sei die Funktion f, die wie folgt definiert ist. Sei (G = (V, E), k) eine VERTEX COVER-
Instanz, dann ist f((G,k)) = (G* = (V* = VIUE', E*), k) eine FEEDBACK VERTEX SET-Instanz,
wobei gilt:

1. Fiir jeden Knoten v € V gibt es einen Knoten v* € V’.

2. Fiir jede Kante e = {v,w} € E gibt ¢s einen Knoten ¢ € E’' und die Kanten {v*,¢'} € E*
und {w*, ¢} € E*.

3. Fiir zwei Kanten e € E und f € E mit e # [ gibt es die Kante {¢, f'} € E*.
4. Fiir jede Kante e = {v, w} € E gibt es eine Kante e* = {v*,w*} € E*.

(a) Sei I = (G,2) eine Instanz von VERTEX COVER, wobei G in Abbildung 1 gegeben ist.
Geben Sie f(I) an (ohne Begriindung), d.h., geben Sic die aus der gegebenen Funktion f
resultierende FEEDBACK VERTEX SET-Instanz an.
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Abbildung 1: Der Graph G.

(b) Zeigen Sie, dass f, wenn ein bestimmter der vier Schritte weggelassen wird, eine (korrekte)
Reduktion von VERTEX COVER auf FEEDBACK VERTEX SET erhilt.
Geben Sie dazu an, welcher Schritt nicht ausgefiihrt werden soll und beweisen Sie anschlie-
fend dic Korrektheit der adaptierten Reduktion f/, d.h. zeigen Sie, dass fiir alle Instanzen
(G, k) von VERTEX COVER gilt, dass (G, k) genau dann eine Ja-Instanz von VERTEX CO-
VER ist, wenn f'((G, k)) eine Ja-Instanz von FEEDBACK VERTEX SET ist.



Aufgabe 5: PCP (5 + 3 Punkte)
Zeigen Sie, dass das Problem ALTERNATING PCP entscheidbar ist.

ALTERNATING PCP

Eingabe: Eine Liste L = ((21,%1), (22,12),- - -, (Z&, yx)) von Tupeln, wobei z;, y € {(01)"} =
{01,0101,010101,...}.

Frage: Gibt es ein n € N und eine Sequenz iy,42,...,in, sodass 1 < i; < k und

Tiy *Tig oo+ Tip =Yy "W+ Yin !

Zeigen Sie fiir die Entscheidbarkeit die folgenden Eigenschaften.
(a) Wenn die gegebene Instanz eine Ja-lnstanz ist, dann gibt es
e ein Tupel (z;,y;) mit z; = y; oder
o zwei Tupel (zg, ), (Zn, yn) mit |2g| < |yo| und |za| > |ynl.
(b) Wenn es
e ein Tupel (z;,y;) mit z; = y; oder
o zwei Tupel (24, Yg), (Zn, yu) mit |24| < lyg| und |za| > |yxl
gibt, dann ist die gegebene Instanz eine Ja-Instanz.

T
Die Linge || eines Wortes z gibt die Anzahl der Alphabetsymbole in z an.



