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Davon erreicht:

Allgemeine Hinweise:
e 0eN
e Es sind keinerlei Hilfsmittel erlaubt.

e Benutzen Sie einen dokumentenechten Stift in der Farbe schwarz oder blau. Insbesondere also
keinen Bleistift, sondern einen Kugelschreiber.

e Beschriften Sie jedes Blatt mit ihrem Vor- und Nachnamen und ihrer Matrikelnummer.

e Falls es in der Aufgabenstellung nicht explizit ausgeschlossen wird, so sind alle Ant-
worten zu begriinden! Antworten ohne Begriindung erhalten 0 Punkte.

e Sie diirfen alle Aussagen und Mitteilungen aus den Vorlesungsfolien als bekannt annehmen,
es sei denn der Beweis einer solchen Aussage ist explizit gefordert.

Viel Erfolg!



Aufgabe 1: Turing-Maschinen (13 Punkte)
Gegeben ist folgende Turing-Maschine M = ({zo, z1, z¢ }, {a, b}, {a,b,}, 0, 29,0, {zc }), wobei &
die folgende graphische Darstellung hat:

a:a, R

© ——{(=)
21 Ze

b: b, R

(a) Geben Sie die Konfigurationsfolge (beginnend mit der Startkonfiguration zpaba) der Turing-
Maschine M bei Eingabe aba an (ohne Begriindung).

(b) Geben Sie eine deterministische Turing-Maschine M’ mit T'(M') = {a,b}* \ T(M) an (ohne
Begriindung).

Hinweise/Definitionen: Fiir eine Turing-Maschine M = (Z,%,T, 6, zp, [, E) gibt
T(M) ={w € £ | 3o ger+ zep : 2ow by azB}

die von M akzeptierte Sprache an.
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Aufgabe 2: Rekursion (12 Punkte)
Wir erinnern: Der p-Operator einer Funktion ¢g: N**! — N ist die Funktion u(g): N¥ — N, die
wie folgt definiert ist:

w(g)(z1,...,zx) :=min{n € N| g(n,z1,...,21) =0 A Yo<icn 9(i,21,...,25) # L}

Hinweis: Es gilt min() = L.

Sei nun g(z1,x2) = max{0,x1 - x3 + x9 — 4 - z1 }. Pro Teilaufgabe ist genau eine Aussage zu p(g)
korrekt. Wahlen Sie die korrekten Aussagen und begriinden Sie Ihre Wahl!

(a) Was ist der Funktionswert von p(g) an der Stelle 27 (6 P)
[ uo)@) =2 [ ue)@ =1 [T @ =1
(b) Was ist der Funktionswert von pu(g) an der Stelle 47 (6 P)

[ ulg)(4) =2 [ ulg)a) =1 [ gy =L
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Aufgabe 3: Diagonalisierung (12 Punkte)
Beweisen Sie mittels Diagonalisierung, dass es Sprachen iiber dem Alphabet {0, 1} gibt, die nicht
co-semi-entscheidbar sind.

Hinweis: Thr Beweis darf auler den unten auf dieser Seite genannten Fakten keine Sétze aus der
Vorlesung nutzen. Insbesondere diirfen Sie in dieser Aufgabe nicht annehmen, dass das Haltepro-
blem H nicht co-semi-entscheidbar ist.

Hinweise/Definitionen: Eine Sprache A C ¥* heifit entscheidbar, falls die charakteristische Funk-
tion x4 : ¥* — {0, 1} berechenbar ist. Eine Sprache A C ¥* heift semi-entscheidbar, falls die
halbe charakteristische Funktion x/;y : ¥* — {0, 1} berechenbar ist.

xa(z) =

1, fallsz € A, ' () 1, falls z € A,
)=
0, fallsxz ¢ A. 1, fallsxz ¢ A.

Eine Sprache A C ¥* heikt co-semi-entscheidbar, falls ihr Komplement A = X* \ A semi-
entscheidbar ist.

Es gibt abzadhlbar unendlich viele Turing-Maschinen.
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Aufgabe 4: Reduktion (15 Punkte)
Reduzieren Sie die Sprache Ay = {w € {0,1}* | e € T(M,,)} C {0,1}* auf das Halteproblem auf
leerem Band Hj := {w € {0,1}* | M,, halt auf e} C {0,1}*.

Hinweise/Definitionen: Eine Sprache A C ¥* heift reduzierbar auf eine Sprache B C II* (in
Zeichen A < B), wenn es eine totale, berechenbare Funktion f: ¥* — II* gibt, sodass fiir alle

T e X* gilt:
reA < f(x)€B.

Wir nennen f eine Reduktion von A auf B.
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Aufgabe 5: Satz von Rice (16 Punkte)

(a) Was besagt der Satz von Rice? Fiillen Sie die Liicken aus. (4P)
Sei R die Menge aller | Funktionen. Sei S C R eine nicht-
triviale Teilmenge von R, d. h. und | ‘ Dann ist
C(S) =
unentscheidbar.
(b) Der Beweis des Satzes von Rice besteht aus zwei Fallen. Der erste Fall ist der Folgende: (12 P)

1. Fall: Die nirgends definierte Funktion 2 ist nicht in S. Wir zeigen Hy < C(S).

Da S # (), existiert eine Turing-Maschine @, die eine Funktion ¢ € S berechnet. Wir definieren
die Reduktion f: {0,1}* — {0, 1}* vermoge f(w) := w’, wobei w’ die Kodierung einer Turing-
Maschine M, ist, die bei Eingabe x zunéichst M,, auf leerem Band simuliert und, falls M,
hélt, dann @ auf Eingabe x simuliert. Diese Funktion f ist total und berechenbar und es
gilt, dass die Turing-Maschine M, die Funktion ¢ € S berechnet, falls w € Hpy. Andernfalls
berechnet M, die Funktion Q ¢ S. Es gilt somit

w € Hy <= M, hilt auf leerem Band <= M, berechnet ¢ <= f(w) € C(S).

Vervollstandigen Sie den Beweis, indem Sie den zweiten Fall behandeln. Dieser beginnt mit:
2. Fall: Die nirgends definierte Funktion € ist in S. Wir zeigen Hy < C(S).

Hinweise/Definitionen: Eine Sprache A C ¥* heift reduzierbar auf eine Sprache B C II* (in
Zeichen A < B), wenn es eine totale, berechenbare Funktion f: ¥* — II* gibt, sodass fiir alle
T e X* gilt:

reA < f(x)€B.

Wir nennen f eine Reduktion von A auf B.
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Aufgabe 6: Postsches Korrespondenzproblem (8 Punkte)
Hat die folgende PCP Instanz eine Losung?

(1,0), (0,000), (100, 10)
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Aufgabe 7 NTM und coNTM (16 Punkte)
Betrachten Sie die Turing-Maschine M = ({z1, 22, 23, e }, {a, b}, {a,b,0}, 8, 21,0, {z.}), wobei ¢
die folgende graphische Darstellung hat:

b:b, R

a:a,R

Beantworten Sie folgende Fragen (alle ohne Begriindung).

(a) Sei Ly die Sprache, die M akzeptiert, wenn M nichtdeterministisch arbeitet. (4P)
1. Geben Sie ein Wort der Lénge 4 aus {a,b}* an, welches in Ly ist.
2. Geben Sie ein Wort der Léange 4 aus {a,b}* an, welches nicht in Ly ist.

(b) Sei L¢on die Sprache, die M akzeptiert, wenn M co-nichtdeterministisch arbeitet. (4P)
1. Geben Sie ein Wort der Liange 4 aus {a,b}* an, welches in L,y ist.
2. Geben Sie ein Wort der Léange 4 aus {a,b}* an, welches nicht in L¢oy ist.

(c) Geben Sie die Sprachen Ly und Lcon an. (8 P)

Hinweise/Definitionen: Eine NTM akzeptiert, wenn es mindestens einen Berechnungspfad von
der Startkonfiguration zu einer akzeptierende Konfiguration gibt. Eine coNTM akzeptiert, wenn
alle Berechnungspfade von der Startkonfiguration zu akzeptierenden Konfigurationen fithren.
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Aufgabe 8: Polynomzeitreduktion (18 Punkte)
Betrachten Sie die beiden folgenden Probleme auf ungerichteten Graphen:

INDEPENDENT SET

Eingabe: Ein Graph G = (V,E) und k € N, k > 1.

Frage: Gibt es ein Independent Set S C V der Groke k in G, d. h., gibt es k Knoten, die
paarweise nicht benachbart sind?

MULTICOLORED INDEPENDENT SET

Eingabe: Ein Graph G = (V. E), k € N, k > 1, und eine Knotenfarbung c¢: V' — {1,2,...,k}.

Frage: Gibt es ein Independent Set S C V der Grofe k in G, sodass fiir allei € {1,2,...,k}
ein v € S mit ¢(v) = 7 existiert?

Hinweis: Intuitiv ist MULTICOLORED INDEPENDENT SET die Aufgabe, ein Independent Set S der
Grofe k zu finden, wobei es fiir jede ,Farbe* i € {1,2,...,k} genau einen Knoten mit Farbe i in S
geben muss.

Gegeben ist folgende Reduktion von INDEPENDENT SET auf MULTICOLORED INDEPENDENT SET.

Reduktion: Sei der Graph G = (V,E) und k € N, k > 1 eine Eingabe fiir INDEPENDENT SET.
Wir konstruieren einen Graph G’ = (V/, E’) zusammen mit einer Farbung ¢: V' — {1,2,...,k}
in drei Schritten:

1. Fiir jeden Knoten v € V fiige k Knoten v',v%,...,vF in G’ ein. Setze c(v') := i fiir alle

1e€{1,2,...,k}.

2. Verbinde fiir jede Kante {u,v} € E und fiir alle 4,5 € {1,...,k} die Knoten v* und u/ in G’
durch eine Kante.

3. Verbinde fiir alle 1 <i < j < k und Knoten v € V' die Knoten v* und v7 mit einer Kante.

Wir definieren nun die Polynomzeitreduktion f durch f({(G,k))) = ((G', k,¢)).

(a) Zeichnen Sie den Graph G’, welcher durch obige Reduktion fiir folgenden Graph G und k =2 (4 P)
konstruiert wird (ohne Begriindung).

(b) Uberpriifen Sie die obige Polynomzeitreduktion auf Korrektheit und korrigieren Sie diese (14 P)
gegebenenfalls. Beweisen Sie anschliefend die Korrektheit der (eventuell korrigierten) Poly-
nomzeitreduktion, d. h., zeigen Sie

Y(G,k): ((G,k)) € INDEPENDENT SET <= f(((G,k))) € MULTICOLORED INDEPENDENT SET.
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Aufgabe 9: Diverses zu NP
Zeigen oder widerlegen Sie die beiden folgenden Aussagen.

(a) Sei A € NP und sei B C A. Dann gilt B € NP.
(b) Sei A NP-schwer und B C A. Dann ist B NP-schwer.

Hinweise/Definitionen: Eine Sprache A C X* heift. ..

a) ...NP-schwer, falls Voenp L <h, A.
b) ...NP-vollstandig, wenn A NP-schwer ist und A € NP gilt.

(10 Punkte)
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