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1. Aufgabe (4 + 4 Punkte)

Die Komplexitédt der Algorithmen von Prim und Kruskal zur Bestimmung eines minimal
aufspannenden Baums in einem zusammenhéngenden Graphen mit nicht-negativen Kan-
tengewichten hidngt wesentlich von der jeweils verwendeten Datenstruktur ab.

e Geben Sie fiir beide Algorithmen eine Datenstruktur an, deren Verwendung im je-
weiligen Algorithmus zu einer besonders guten Laufzeit fiihrt.

e Beschreiben Sie jeweils die Datenstruktur anhand eines Diagramms, durch welches
die Zeiger veranschaulicht werden.

Algorithmus von Prim

Hep

- Datenstruktur:
’ {
Erlauterung: : ik
(|
Algorithmus von Kruskal
Datenstruktur: \/Lvl\oh - -Ew@{

Erlduterung:




2. Aufgabe (2 + 4 Punkte)

Sei G = (V, E)) ein gerichteter Graph mit Kantengewichten w, € N, e € E.

(a) Nennen Sie zwei Algorithmen zur Berechnung eines kiirzesten Weges zwischen zwei
gegebenen Knoten u,v € V' in G und geben Sie jeweils eine moglichst kleine Komple-
xitatsklasse fiir die Worst-Case-Laufzeit (in O-Notation) in Abhéngigkeit von n = |V/|

und m = |E| an.
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(b) Geben Sie fiir den folgenden Graphen alle kiirzesten Wege von Knoten A zu allen
anderen Knoten an. Schreiben Sie in die Knoten auf der rechten Seite die Reihenfolge,
in der die Knoten in Dijkstras Algorithmus aus der Priorititswarteschlange extrahiert

werden.
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3. Aufgabe (243 + 2+ 2 + 3 Punkte)

(a) Geben Sie zwei vergleichsbasierte Sortierverfahren (aufier Insertionsort und Merge-

sort) und deren exakte Worst-Case-Laufzeit in ©-Notation fiir eine n-elementige
Menge an:
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(b) Erldutern Sie (kurz), wie man die untere Laufzeitschranke fiir vergleichsbasiertes
Sortieren beweist.
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(c) Wie ist Sortieren in Linearzeit moglich? Nennen Sie solch einen Sortieralgorithmus.
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(d) Was bedeuten ,stabil“ und ,,in-place® bei Sortieralgorithmen?
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(e) Fiihren Sie Insertionsort fiir die folgende Liste durch: 1,3,13,4,6, 2.
Geben Sie hierbei die Zwischenergebnisse an.

Erldutern Sie anschlieBend kurz die Ideen des Algorithmus.
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4. Aufgabe (4 + 1+ 2+ 2 Punkte)

(a) Geben Sie zwei Varianten von nicht-statischen Suchbdumen an. Erldutern Sie ihren

Verwendungszweck und geben Sie die Laufzeiten der Operationen insert, find und
delete an.
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(b) Inwiefern ist ein optimaler statischer Suchbaum ,optimal“?
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(c) Was besagt das ,Prinzip der optimalen Substruktur® fiir einen statischen Suchbaum
T’ mit Schliisselmenge {s;, ..., s,} und zugehérigen Zugriffshaufigkeiten Bs « o g Dk
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(d) Der folgende Graph G ist ein optimaler statischer Suchbaum fiir die folgende SuchschliisselQ
Menge S = {s1, ..., 84} mit Zugriffshiufigkeiten 3, ..., 84, wobei

Schliissel s; L, =23 .4
Haufigkeit 5; 15 10 25 50

Ist dann auch der Graph G’ ein optimaler statischer Suchbaum? Begriinden Sie Ihre
Antwort.




5. Aufgabe | (1+2+ 1+ 1 Punkte)

(a) Geben Sie die Definition eines , Graphenisomorphismus® an.

(b) Sei G der folgende (ungelabelte) Graph:

(i) Starten Sie mit der uniformen Farbung auf dem Graphen G und wenden Sic
ColorRefinement (mehrfach) auf G an, bis eine stabile Farbung erreicht wird.
Geben Sie jeweils die Farbung des Graphen an, die nach jedem Durchlauf erzielt
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(ii) Was kénnen Sie mit dem Ergebnis aus (i) iiber die Automorphismengruppe
Aut(G) aussagen?
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(iii) Geben Sie die Adjazenzmatrix von G bei folgendem Labeling der Knoten an.
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6. Aufgabe (1 4+ 1 + 4 Punkte)

(a) Was ist ein Préfixcode?

(b) Wann ist ein Préfixcode optimal?

(c) Gegeben sei die folgende Haufigkeitstabelle fiir die Buchstaben a, b, c, d, e, f:
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Wenden Sie den Huffman-Algorithmus an und geben Sie den resultierenden optimalen
Préfixcode und den zugehoérigen bindren Baum an.
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7. Aufgabe (2 4+ 3 + 3 Punkte)

(2) Nennen Sie kurz 2 Nachteile offener Adressierung im Vergleich zu anderen Hashing-

(b)

Verfahren.

Es sei eine leere Hash-Tabelle der Grofle 7 gegeben, in der ganze Zahlen abgelegt
werden sollen.

Geben Sie die Hash-Tabelle an, nachdem die Werte 10, 13, 11,3, 8, 5, 7 in der angege-
benen Reihenfolge eingefiigt wurden, wobei die Hash-Funktion A(z) = z mod 7 und

lineares Sondieren angewendet werden soll.

Es sei h eine Hash-Funktion mit gegebenem Adressraum {0,1,...,m — 1}. Wir neh-
men an, dass fiir h uniformes Hashing vorliegt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit,
dass fiir drei unabhéngig zuféllig ausgewéhlte Elemente a, b und ¢ aus der Menge der
Schliisselwerte die gleiche Adresse gew#hlt wird, d. h. dass h(a) = h(b) = h(c) gilt?
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8. Aufgabe (4 + 2 + 2 Punkte)

Gegeben sei die folgende deterministische Turingmaschine mit Startzustand ¢,, Zustands-
menge ) = {qo, 91, %2, g3, g1}, Eingabealphabet ¥ = {0, 1}, Bandalphabet I' = {0, 1, z, v, B}
und Menge akzeptierender Endzustinde F = {q4}:
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Hier bedeutet ‘—’ in Zeile ¢ und Spalte a den Eintrag (g, a, N).

(a) Vervollsténdigen Sie jeweils die folgenden beiden Konfigurationsfolgen. Geben Sie
auch an, ob die deterministische Turingmaschne fiir die jeweilige Konfigurationsfolge
in einem akzeptierenden Endzustand terminiert.

Bgy0011 Fx9,044 X091 | 2,041 - Bgoz0yl

(i) F zg0yl XX 4NN Fzzygl Frreyy b W
Fazgyy  Fooygy FxxyyaB o BoyyBes X 4. X VY

AQtepJ\“c_rl oy
Bg0010  FXg,040 FX09410 Fapoy0  F BeaOyo
X %0040  + zzq1y0 F xzyq:0 F XX \/Og y

webd awﬂ: Ut’

(b) Welche Sprache L C £* entscheidet die obige deterministische Turingmaschine? Es
genligt, die gesuchte Sprache ohne Beweis anzugeben.
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(c) Andert sich die durch die obige deterministische Turingmaschine entschiedene Spra-
che, falls auch g3 ein akzeptierender Endzustand ist, d. h. falls gilt ' = {gs, ¢4} ? Falls
nein, begriinden Sie kurz, warum sich die Sprache nicht &ndert. Falls ja, geben Sie ein
Wort an, fiir welches die Turingmaschine nun in einem akzeptierenden Endzustand
halt, zuvor jedoch in einem nicht akzeptierenden Zustand terminierte.
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9. Aufgabe (6 Punkte)

Kreuzen Sie jeweils an, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Sie miissen Thre
Wahl nicht begriinden.

Falsch angekreuzte Teilaufgaben werden abgezogen, wobei die Aufgabe insgesamt mit min-
destens 0 Punkten bewertet wird.

(a) Sind f und g zwei Funktionen, so gilt f = O(g) oder g = O(f).
L] Wahr \ﬂFalsch @%HL{A%%{ ﬂ:gﬂ,\ . 9=cof

(b) Der Algorithmus von Bellman-Ford kann in Laufzeit O(n®) implementiert werden,
wobei n die Knotenanzahl des Graphen bezeichne.
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(c) Ist G = (V, E) ein azyklischer Digraph, so kann das Kiirzeste-Pfade-Problem fiir (G
in Laufzeit O(|V| + |E|) gelést werden.
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(d) Ist A ein Array bestehend aus n ganzen Zahlen, wobei jede Zahl im Intervall (—e'?, 109]
liegt, so kann A in Linearzeit O(n) sortiert werden.
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(e) Bei universellem Hashing &ndert sich die Hash-Funktion jedesmal, wenn ein Element

hinzugefiigt wird. :
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(f) Das Halteproblem ist nicht rekursiv.
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10. Aufgabe (2 + 2 Punkte)

s seien k sortierte Listen ganzer Zahlen gegeben, sodass die Anzahl der Elemente in allen
Listen zusammen n ist.

Durch wiederholte Anwendung der Operation merge fiir jeweils zwei Listen kann man
die Listen in einer gesamten, sortierten Liste vereinen. Die Laufzeit fiir dieses Verfahren

betragt ©(nk).

Es soll nun eine Moglichkeit beschrieben werden, wie man die k¥ Listen mit Hilfe eines
Heaps in Laufzeit ©(nlog k) zu einer gesamten, sortierten Liste zusammenfiigen kann. Der
gesuchte Algorithmus verwendet einen biniren Min-Heap und benétigt damit nur O(k)

zusétzlichen Speicherplatz.

(a) Welche Zahlen sollten im Heap gespeichert werden? Bedenken Sie, dass nur ©(k)
zusétzlicher Speicherplatz verbraucht werden soll.
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(b) Welche Zahl sollte nach der Durchfiihrung der Operation ExtractMin wihrend des
Algorithmus als néichstes im Heap auftauchen?
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11. Aufgabe : | - (4 + 4 Punkte)

Gegeben sei ein Array A mit n > 3 paarweise verschiedenen Zahlen und es sei D =
{|lv—w|: v,w € A} die Menge der paarweisen Abstinde der Zahlen aus A. |

Schreiben Sie fiir die folgenden zwei Probleme je einen Algorithmus in Pseudocode oder Py-
thon, wobei Algorithmen aus der Vorlesung als gegebene Funktionen vorausgesetzt werden

diirfen.

(2) Gesucht ist ein Algorithmus mit Worst-Case-Laufzeit O(n): Es sollen Indizes fiir zwei
Elemente z,y € A bestimmt werden, sodass |z — y| das Maximum von D ist.

(b) Gesucht ist ein Algorithmus mit Worst-Case-Laufzeit O(n log n): Es sollen zwei Ele-
mente =,y € A gefunden werden, deren Abstand |z — y| das zweit-kleinste Element

in D ist.
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