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1. Aufgabe (4 + 2 + 4 Punkte)

(a) (i) Zeichen Sie den einfachen ungerichteten Graphen G' mit Inzidenzmatrix
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und beschriften Sie seine Knoten.

(i) Geben Sie die Adjazenzmatrix von G mit den zugehdrigen Beschriftungen an.



(b) Sei G ein einfacher, ungerichteter Graph mit n Knoten. Geben Sie zwei weitere aqui-
valente Bedingungen an, unter denen G ein Baum ist:

(i) G ist kreisfrei mit n — 1 Kanten.

(ii) G ist zusammenh#ngend mit n — 1 Kanten.

(i)

(c) Bestimmen Sie in folgendem Graphen die kiirzesten Wege von s zu jedem anderen
Knoten, indem Sie alle Kanten des Baums der kiirzesten Wege in dem Graphen mar-
kieren. Schreiben Sie auflerdem in jeden Knoten ungleich s die Nummer, als wievielter
der Knoten aus der Prioritétswarteschlange in Dijkstras Algorithmus extrahiert wird.
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2. Aufgabe (3 + 4 + 2 Punkte)

(a) Begriinden Sie, dass fiir £ = {a,b,c,d, e} und
I = {0,{a},{b}.{c}.{d}.{e}. {a,b},{c,d} {c, e}, {d,e}].

das Paar (E,Z) ein Unabhédngigkeitssystem, aber kein Matroid bildet.

S
(b) Betrachten Sie das Matroid (E,Z), wobei I = {a,b,c,d,e} die Menge der Spalten
der reellen Matrix
a b c d e
3 0 3 2 0
A= |3 -1 1 1 2
0O 0 5 0 0
bezeichne und Z die Menge der linear unabhéngigen Teilmengen von E ist. Geben
Sie samtliche Basen und Kreise des Matroids (E,Z) an.
-

(¢) Gegeben sei ein Matroid (E,Z) mit E = {a, b, c} und Basismenge
B = {{a,b,c}}.

Zeichnen Sie alle diejenigen Graphen G = (V, E), die keine isolierten Knoten haben,
so dass (E,T) das graphische Matroid von G ist.



3. Aufgabe

(a) Geben Sie fiir zwei vergleichsbasierte Sortierverfahren (auBer Quicksort) die Laufzeit
(in Abhéngigkeit von der Linge n der zu sortierenden Liste) im schlechtesten Fall

(34 5 + 4+ 2 Punkte)

sowie im Fall einer sortierten Liste jeweils in ©-Notation an.

Verfahren

Laufzeit im Worst-Case

Laufzeit sortierte Liste

(b) Fiihren Sie Insertionsort fiir die folgende Liste durch:

7,11,4,2,6,9].

() Geben Sie hierbei die Zwischenergebnisse an:

(ii) Erldutern Sie kurz dic Ideen des Algorithmus:

(iii) Nennen Sie einen Vorteil von Insertionsort gegentiber Merge-Sort:




(c) Erldutern Sie den Beweis fiir dic untere Laufzeit-Schranke fiir Merge-Sort.

(d) Welches Sortierverfahren bietet sich an, wenn man n ganze Zahlen sortieren muss,
die aus dem Wertebereich von 0 bis 4n kommen? Begriinden Sie kurz Ihre Wahl.



4. Aufgabe (2 4+ 4 + 4 Punkte)

In den in dieser Aufgabe betrachteten Codes sind alle Codewdrter 0-1-Strings.

(a) (i) Wann heifit ein Code Priifixcode?

(ii) Geben Sie (ohne Begriindung) ein Beispiel fiir einen Code, der eindeutig deko-
dierbar, aber kein Prifixcode ist.

(b) Sei C ein Alphabet und fiir ¢ € C sei 3, > 0 die Hiufigkeit des Zeichens c. Zeigen

Sie: Bei jedem optimalen Préfixcode fiir C und (83.).cc besteht kein Codewort aus
mchr als |C| — 1 Bits.



-

(c) Geben Sie den Huffman-Baum an, der einen optimalen Préafixcode fiir den folgenden
Text (einschlieflich der Leerzeichen) liefert. Nicht im Text vorkommende Zeichen
miissen nicht kodiert werden. Notieren Sie die Haufigkeiten, die bei der Erstellung
des Baums auftreten, an den entsprechenden Knoten (Blétter und innere Knoten).

sie rettete ihr reittier



5. Aufgabe (2 + 3+ 2 + 4 Punkte)

(a) Geben Sie die Worst-Case-Laufzeiten der Operation insert fiir einen AVL-Baum
und fiir einen Splay-Baum mit » Knoten in O-Notation ax.

(b) Aus folgendem AVL-Baum wird der Schliissel 9 geléscht. Um die AVL-Baum-Eigen-
schaft wiederherzustellen miissen diverse Rotationen durchgefiihrt werden. Geben Sie
den Zustand nach jeder durchgefiihrten Rotation und die Bezeichnung der jeweiligen
Rotationen an. Gegebenenfalls auftretende Doppelrotationen sollen als Einzelrota-
tionen geschrieben werden.




ﬂ.‘

(c) Erlsutern Sie kurz den algorithmischen Ablauf von Prim und von Kruskal.

(d) In den folgenden zwei Abbildungen ist jeweils ein Teil der Kantenmenge eines unge-
richteten Graphen G markiert. Geben Sie an, ob diese Kantenmenge ein Zwischen-
ergebnis des Algorithmus von Prim oder Kruskal zur Bestimmung eines minimalen
Spannbaums auf G sein kann. Begriinden Sie jeweils kurz ihre Aussage und dabei
insbesondere, was fiir oder gegen den Algorithmus von Prim bzw. Kruskal spricht.
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6. Aufgabe (4 + 2 + 4 Punkte)

Gegeben sei die folgende deterministische Turingmaschine mit Startzustand qp, Zustands-
menge @@ = {qg,q1,%,¢s,9,35,0,97}, Eingabealphabet ¥ = {0,1}, Bandalphabet
[' = ¥ U {#, B} und Menge akzeptierender Zustinde F' = {¢; }:

0 0 1 # B
do (Qh#:L) ((h:#)l‘) ' (QGaBaL)
q1 (Q?»: OaR) (Q3a ]-R) (QIa#aL) (Q3- BaR)
g | (@1,0,R) (g4,1,R) (g2,%#,L) (g4, B,R)
g3 SN = (Q5a 0: R) e
44 o (Q5a L, R) S

g5 | (qo.#,R) (qo,#.R) (gs,#,R) (ge, B,L)
g6 (qﬁ,OaL) (g63 131") (qﬁaBaL) (Q'?aBaR)
g7 T _— T —

Hier bedeutet ,—* in Zeile g und Spalte o den Eintrag (g, o, N).
(a) Vervollstandigen Sie die [olgende Konfigurationsfolge:

/Q Bgy101001

F BgB#01001 F Bgy#01001 F 1g501001
- - = =
F 11gs#001 F 11#g5001 F 114#4#qo01 o 11#q ##1
= g4l b lal####1 b llgs###1 b
F 1104gs#1 F 110##gs1 F 110###qB F
- = F 11gg0 F 1gglO
- BggllO = BggB110 = Bg;110

(b) Die obige Turingmaschine liefert fiir w € ¥* nach endlich vielen Schritten einen QOut-
put f(w) € ¥*. Beschreiben Sie, was bei der Ausfithrung der so definierten Funktion
f: 2* = Y* geschieht.



(¢) Bestimmen Sie (mit kurzer Begriindung) die exakte Anzahl der Konfigurationsiiber-
ginge der Maschine in Abhéngigkeit von der Eingabeldnge n.

Hinweis: Zihlen Sie, wie oft die Turingmaschine die Laufrichtung &ndert und wie
viele Schritte sie jeweils in eine Richtung lduft. Unterscheiden Sie die Félle, dass die
Eingabelénge gerade bzw. ungerade ist.
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7. Aufgabe (5 Punkte)

Bei den folgenden Teilaufgaben (a)-(e) ist jeweils genau eine der zur Auswahl stchenden
Antworten zutreffend. Kennzeichnen Sie die Jeweils korrckte Antwort durch das Setzen
genau eines Kreuzes pro Teilaufgabe.

(a) Seien f,g,h: N — N. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

U Ist f € O(g), soist f ¢ Q(g?).
U Ist f € O(g) und g € O(h), so ist h € O(f).

U Ist f € O(g), so gibt es fiir alle N € N ein n > N, so dass fiir alle @ > 0 die
Ungleichung f(n) < ag(n) gilt.

[ Ist f € Q(g), so gibt es ein a > 0 mit der Eigenschaft, dass es fiir alle N € N
e n > N gibt mit f(n) > ag(n).

(b) Was ist die Binirdarstellung von (41)7 (Darstellung zur Basis 7)?
[J 100011 111011 1111011 11101

(c) Welche der folgenden Ausdriicke liefert in Python 3 True?

O round(-1.5)==-

O (26+15+2e-15)*(2e+1542e-15)==4¢+30
[ 0.140.140.1==0.3

O 0.140.240.3==0.34+0.24+0.1

(d) Sei T ein Baum mit n Knoten. Wie viele verschiedenc ungerichtete Graphen mit n
Knoten und n Kanten gibt es, die T als Teilgraphen enthalten (wobei jede Kante mit
dem Paar {v,w} der beiden verbundenen Knoten v und w identifiziert wird)?

(e) Sei ¥ ein Alphabet. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

Ll Die Menge aller Entscheidungsprobleme iiber $* ist iiberabzahlbar.

L Die Menge aller entscheidbaren Sprachen iiber I ist abzihlbar,

[ Die Menge aller semi-entscheidbaren Sprachen iiber 3 ist tiberabzéhlbar,
[J Jede unentscheidbare Sprache iiber X ist abzihlbar.
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8. Aufgabe (8 + 3 Punkte)

Es sei L einc Liste paarweise verschiedener positiver ganzer Zahlen und es sei ,>* eine
Relation daraufl. Ein Listenelement a; heifit lokales Mazimum, wenn a; > a;_; und a; > Qi1
gilt, wobei a;;; und a;_; die zwei Nachbarn von @; in der Liste sind. Das erste und das
letzte Element einer Liste sind insbesondere nie lokale Maxima.

Die folgenden Funktionen sollen in Python geschrieben werden. Hierbei diirfen keine Funk-
tionalitdten importiert werden. Denken Sie insbesondere daran, dass die meisten mathe-
matischen Funktionen in Python erst importiert werden miissten.

(a) Schreiben Sie Funktionen, mit denen man Folgendes bestimmen kann:

(i) den Index eines minimalen lokalen Maximums einer Liste L beziiglich der ge-
wohnlichen ,kleiner-gleich“-Relation:

(ii) den Index eines minimalen lokalen Maximums einer Liste L beziiglich der fol-
genden Relation: Es gilt

a>b & (ggT(a,b) =1 und max(a,b) = &)

Hinweis 1: Die Minimumsbestimmung soll jeweils anhand der gewohnlichen | kleiner-
gleich“-Ordung vorgenommen werden.

Hinweis 2: Falls kein lokales Maximum existiert, soll -1 zuriickgegeben werden.

(b) Erldutern Sic die Laufzeiten Ihrer Funktionen in Abhéngigkeit von den Eingabegro-
len asymptotisch in O-Notation.



