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1. Aufgabe (3 + 2 4+ 5 Punkte)

(a) Eine Eulertour ist ein geschlossener Kantenzug, der alle Kanten eines Graphen genau
cinmal enthalt. Ein offener Eulerzug ist ein nicht notwendig geschlossener Kantenzug,
der alle Kanten eines Graphen genau einmal enthalt.

(1) Welche moglichen Startknoten fiir einen offenen Eulerzug hat der folgende un-

gerichtete Graph?
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Antwort: oy

(ii) Begriinden Sie, dass der folgende Graph eine Eulertour haben muss.

Antwort:

Welche Knoten sind moégliche Startknoten?

Antwort:




(b) Es sei folgender ungerichteter, gewichteter Graph G gegeben.
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Fiihren Sie auf G den Algorithmus von Prim aus, indem Sie auf den folgenden Kno-
tenmengen jeweils die mit den Zwischenstufen des Algorithmus korrespondierenden
Kantenmengen eintragen. Starten Sie mit Knoten 2.
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(c) Es sei folgender Digraph G gegeben:
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(i) Geben Sie die Adjazenzmatrix von G an:

(i) Ist G stark zusammenhéngend? Begriinden Sie [hre Antwort.

(iii) Seien die Kanten von G wie folgt nummeriert: e; = (1,5), e2 = (2,1), es = (2,3),
es = (2,5), es = (3,5), eg = (4,3), ey = (4,5). Geben Sie die Inzidenzmatrix
von GG an:



2. Aufgabe (4 + 4 + 3 4+ 3 Punkte)

(a) Fiillen Sie die unten gegebene Tabelle aus.

Verfahren Stabil Inplace

Insertionsort

Mergesort”

Bucketsort

Heapsort

* Implementation aus der Vorlesung

(b) Fiihren Sie Heapsort aufsteigend mit MaxHeaps fiir die folgende Liste durch. Machen
Sie kenntlich, wo Build-Max-Heap aufhért und wo die eigentliche Sortierung beginnt.
Elemente, die aus dem Heap entfernt wurden, miissen nicht crneut aufgeschrieben
werden.

8,7,12,4,2,6.,9).



(¢) (i) Formulieren Sie die untere Schranke fiir vergleichsbasiertes Sortieren als Theo-
rem.

(ii) Beweisen Sie: log(n!) < nlog(n).

(d) Beschreiben Sie, wie man in Linearzeit n vierstellige Dezimalzahlen sortieren kann.
Erldutern Sie, wie dies zur unteren Schranke aus Aufgabenteil (c) passt.



3. Aufgabe (2 + 2 + 4 + 2 Punkte)

(a) Sei die Grundmenge E = {1,2} gegeben. Geben Sie alle Unabhéngigkeitssysteme auf
E an:

(b) Sei F C P(FE) ein Unabhéngigkeitssystem auf der Grundmenge E. Zeigen oder wider-
legen Sie, ob durch die folgende Bedingung an das Tupel (E, F) ein Matroid definiert
wird:

(M) Seien B, B’ Basen von E, so ist |B| = |B’|.

(¢) Betrachten Sie das Matroid (E,Z), wobei F = {a,b,c,d, e} die Menge der Spalten
der reellen Matrix

g s g e
L 0L 1 1
A= 5 =2 2 3 3
0O 0 7 0 0

bezeichne und Z die Menge der linear unabhéngigen Teilmengen von E ist. Geben
Sie siimtliche Basen und Kreise des Matroids (F,Z) an.

(d) Gegeben sei ein Matroid (£,Z) mit E = {a,b, c,d} und Basismenge
B = {{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}}.

Zeichnen Sic alle kanten-gelabelten Graphen G = (V, E), so dass (£, T) das graphische
Matroid von G ist.
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4. Aufgabe (2 + 3 + 4 Punkte)

(a) (i) Beschreiben Sie, was der Begrifl priméres Clustering im Kontext des llashings
bedeutet.

(ii) Bei welchem Hashverfahren tritt priméres Clustering insbesondere auf?

(b) Fiir eine positive ganze Zahl k sei Zj, := {0,1,...,k—1}. Gegeben sind der Datensatz
8,18,4,6,7,13,9]
und die Hashfunktion

h:Z—Zy;, x+ (5x+2) modT.

(i) Hashen Sie den Datensatz mit h, wobei Kollisionen mittels Verkettung aufgelost
werden. Geben Sie den Zustand der Hashtabelle nach den Einfiigungen an:

(ii) Hashen Sie den Datensatz mit h, wobei Kollisionen mittels linearer Sondierung
aufgelost werden. Geben Sie hierbei den Zustand der Hashtabelle nach jeder
Einfiigung an:



(¢) Sei n € Nyg und R, :={1,...,n — 1}. Seien weiterhin a,b € R,,.

(i) Es sei n eine Primzahl. Zeigen Sie: Es gibt ein k& € Ny, so dass a* mod n = 1.

(ii) Essei n € N5 potenzfrei in dem Sinn, dass es keine Zahlen m, k € N, gibt, so
dass gilt n = m"*. Beantworten Sie folgende Fragen:

e Gibt es notwendigerweise ein ¢ € N, so dass gilt a* mod n = 1?
e Gilt notwendig a b mod n € R,,?

e Muss es ein ¢ € R,, geben, so dass gilt a-¢mod n =17
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5. Aufgabe (34+ 3+ 4+ 1+ 2 Punkte)

(a) Fiihren Sie den Huffman-Algorithmus [iir das Wort
COOOOMMAAA

durch. Zeichnen Sie die Teilbdume auf den verschiedenen Stufen des Algorithmus
und tragen Sie den resultierenden Code in die Tabelle ein.

(b) Begriinden oder widerlegen Sie, dass die folgenden Codes eindeutig decodierbar sind.

) 2 | b | c|d] e ]|
111 | 110 | 010 | 00 | 001 | 10

g2 lble [d]e]fs
’ 7000 | 01 | 1000 | 101 | 110 | 111

(i) —2 | bl e | d| e | §f
000 [ 001 | 100 | 101 | 110 | 111




(c) Ein bindrer Suchbaum heifit voll, falls alle Ebenen bis auf die letzte voll belegt sind.

Sei B ein bindrer Suchbaum. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
(i) Wenn B voll ist, dann ist B ein AVL-Baum.

(ii) Wenn B ein AVL-Baum ist, dann ist B voll.

(iii) Wenn je zwei Blétter von B einen Hoéhenunterschied von héchstens 1 haben,
dann ist B ein AVL-Baum.

(iv) Wenn B ein AVL-Baum ist, dann haben je zwei Blétter von B Hohenunterschied
hochstens 1.



(d) Zeichnen Sie den dualen Graphen (Binarbaum) der folgenden Triangulierung eines
R Fcks. Es sei dabei der Wurzelknoten durch die gestrichelte Linie ausgezeichnet.

(e) Triangulieren Sie das folgende 8-Eck so, dass der duale Graph ein voller binérer Baum

1st:




6. Aufgabe

(4 + 3 + 2 + 2 Punkte)

Gegeben sei die folgende deterministische Turingmaschine mit Startzustand ¢q, Zustands-
menge @ = {qo, ¢10, q11, 420, G21, 430, 431, G4, Gs, g6 } , Eingabealphabet 3 = {0, 1}, Bandalpha-

bet I' = ¥ U {B} und Menge akzeptierender Zustande F' = {gs}:

) 0 1 B

do (Qm;BaR) (qllaﬁaR) (q(i*BsN)
q0 | (q10,0,R)  (qi0,1,R) (go0, B,R)
q11 | (¢11,0,R)  (qu1,1,R) (go1, B,R)
g0 | (g20,0,R)  (g20,1,R)  (g30,1,R)
g1 | (g21,0,R) (Qzl 1,R)  (g51,0,R)
430 ~7 (ga,1,L)
q31 e — (g4,0,L)
44 (Q430a L) (q4a 1*L) (QE))B:L)
ds (Q510:L) (q59 1$L) (QO,B,R)
de = — =

Hier bedeutet ,—* in Zeile ¢ und Spalte ¢ den Eintrag (g, o, N).

(a) Vervollstandigen Sie die folgende Konfigurationsfolge:
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(b) Geben Sie eine informelle Beschreibung in Worten fiir die Bedeutung der Zusténde
Jo, 10, G20, g30 und (auf der nichsten Seite!) g, und ¢; an. Diese Beschreibung
sollte eine Intuition iiber die Funktionsweise der Maschine vermitteln und iiber die
Informationen in der obigen Tabelle hinausgehen.

do-

d10-

g20:

d30-



(

(

qs4-

d5-

(¢) Die obige Turingmaschine liefert fiir w € ¥* nach endlich vielen Schritten einen
Output f(w) € £*. Beschreiben Sie allgemein die so definierte Funktion f: L% — 7.
Geben sie f(w) fiir w = 10011011000 explizit an.

(d) Geben Sie Speicherplatzbedarf und Laufzeit der Maschine asymptotisch in Abhén-
gigkeit von der Eingabeldnge n in ©-Notation an.

e Speicherbedart:

e Laufzeit:



7. Aufgabe (14+1+1+1+ 1 Punkte)

Bei den [olgenden Teilaufgaben (a)-(e) ist jeweils genau eine der zur Auswahl stehenden
Antworten zutreffend. Kennzeichnen Sie die jeweils korrekte Antwort durch das Setzen
genau cines Kreuzes pro Teilaufgabe.

(a) Welche der folgenden Aussagen ist falsch?
[ Jeder Prifixcode ist eindeutig decodierbar.
[ Jeder Blockcode ist ein Préfixcode.
00 Jeder Préfixcode lisst sich mit einem AVL-Baum identifizieren.

[ Jeder Prifixcode lasst sich mit dem dualen Baum einer Triangulierung (eines
hinreichend grofien n-Ecks, in welchem eine Kante ausgezeichnet ist) identifizie-
ren.

(b) Was ist die Binérdarstellung von (23)15 (Darstellung zur Basis 15)?
] 100001 J 100011 [J 110001 [J 100010

(c) Welcher der folgenden Ausdriicke liefert in Python 3 False?”

O 1.56==05 4+ 1.0
005+ 1.0==10+05

O 0.03 * 0.5 == 0.06

015==05+2%0.5

(d) Wir nennen das Gerist eines Graphen cinen aufspannenden Teilgraphen, dessen jede
Zusammenhangskomponente ein Baum ist. Es sei nun G ein ungerichteter Graph
mit drei Zusammenhangskomponenten, G, Ge, Gs, welche jeweils n Kanten haben,
wobei n > 3. Es sei dabei G; minimal zusammenhéngend, (G, habe die Knotenmenge
{0,1,...,n} und die Kantenmege

{{0,1},{1,2},...,{n—1,n}}

und Ga sei maximal kreisfrei. Wie viele Geriiste mit exakt drei Zusammenhangskom-
ponenten hat G?

2n On 1 On-—1

(e) Seien f,g,h: N — N. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

0 Ist f € O(g) und g € O(h), so ist h € Q(f).
O Ist f € Qg), soist f € O(g%).

O Ist f € Q(y), so gibt es ein a > 1 und ein N > 100, so dass fiir alle n € N mit
n > N gilt, dass f(n) > ag(n).

O Ist f € O(g), so gibt es fiir alle N > 100 ein n =2 N, so dass fiir alle o > 1 die
Ungleichung f(n) < ag(n) gilt.
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8. Aufgabe (8 Punkte)

In dieser Aufgabe soll fiir eine Menge von Tripeln untersucht werden, zwischen welchen
Positionen ein funktionaler Zusammenhang besteht.

Sei M = {(ao,o, an,1, a.o,g), (0,1’0, aii, (Zl,g), cvey (an_l’o, p -1, a-n_l’g)} G N3 eine Menge Vo1
Tripeln natiirlicher Zahlen. Fiir i,5 € {0,1,2} mit ¢ # j sagen wir, dass ein funktionaler
Zusammenhang von Position 7 zu Position j besteht, falls fiir alle k,£€{0,...,n—1} mit
ar; = ag; auch ay; = ayg; gilt.

Beispiel: In M = {(0,0,0),(0,1,0),(2,3,1),(4,2,1)} besteht ein funktionaler Zusammen-
hang von Position 0 zu Position 2, von Position 1 zu Position 0 sowie von Position 1 zu
Position 2. Es besteht kein funktionaler Zusammenhang von Position 0 zu Position 1, von
Position 2 zu Position 1 sowie von Position 2 zu Position 0.

Schreiben Sie eine python-Funktion, die eine Liste der Paare von Positionen berechnet,
zwischen denen ein funktionaler Zusammenhang besteht. Sie diirfen alle python-Befehle
benutzen, die ohne das Importieren zusétzlicher Pakete in python3 zur Verfiigung stehen.

Aufrufparameter Liste

L= [(ao,o, aop,1 » 00,2) > (al,O: 1,1, al,Q) I (an-l,o, Un-1,1> a~n—1,2)]

von Tripeln nicht negativer ganzer Zahlen. Dabei ist die Linge n der Liste eine be-
liebige nicht negative ganze Zahl.

Riickgabewert Liste mit allen Paaren (i,7) mit 7, j € {0,1,2}, ¢ # 4, fiir die cin funktio-
naler Zusammenhang von Position ¢ zu Position j besteht.



