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Dic hier vorliceende Zusammenstellung von Aufgaben soll ench einen Hinweis aut den Stil
der Fragestellungen und die anftretenden Aufgabentypen in der Modulklausur geben. Das
hier vorliceenden Schwierigkeitsnivean kann von der Modulklausur abweichen. Die angege
benen Punkte zeigen euch. worauf wir Wert legen.

Wir stellen euch keine Musterlosung zur Verfiigung.

Wir wiinschen dir viel Erfolg!
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(-Notation
1. Aufgabe (5.5 Punkte)

(2) [l Punkt]| Definiere fir eine Funktion f: N — R die Aussage: f € o(g)

(b) [4.5 Punkte| Es sei f: N — R mit f(n) := - — 0,5 - log(n). Welche der folgenden

Aussagen sind korrekt? Es gibt je -;— Punkt lp;,gljl ‘ichtiger Antwort und ——% bei falscher
Antwort.
Nr. F1 age. Ja | Nein
L | fn)e Q(log(n)) ()| ()
2 | f(n) € Qn) E By )
31 f(n) € O(1) () ()
1 | f(n) e O(n) BN IR 108 S,
5 | f(n) € O(n) () )
O | f(n) € O(nlog(n)) ()| ()
T f(n) € o(log(n)) O] 0
8 | f(n) € o(n) ()| ()
Dl f(n) € o(n?) SEEE
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Aufteilungs- und Beschleunigungssatz

2. Aufgabe (3 Punkte)
Verwende den  alleemeinen ABS zur asymptotischen Losung  der Rekursionsgleichung
T(2n) = 16-T(n) +5-n* +log(n) mit T(1) = 1.

Formuliere hierzu den anzuwendenden Fall und weise gegebenenfalls nach, dass die Vor-
aussetzungen zur Anwendung des benutzten Falls erfullt sind. Wir nchmen jeweils an, dass
n cine passende GroBe hat, so dass wir uns nicht um Abrinden und Aufrunden kinmmern
IMISSCLL.
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Kurzeste Wege

3. Aufgabe | (11 Punkte)
Fiir diese Aufgaben nehmen wir einen gerichteten Graphen G = (V, E) mit einer Kantenbe-
wertungsmatrix A als gegeben an und wollen kiirzeste Wege berechnen.

(a) [3 Punkte] Berechne fiir die Kantenbewertungsmatrix A und die Matrix U® die leeren
Stellen in der Matrix U®) mit Hilfe der speziellen Matrixmultiplikation des Bellman-
Ford-Algorithmus. Hierbei soll die Tree-Matrix T gleichzeitig aktualisiert werden.
Wie lautet ein kirzester Weg vom Knoten 2 zum Knoten 47

1 2 3 4 1.2 3 4 | 1 .2 3 4
1l 0 oo oo 4 110 oo ¥2 4 1{-1 -1 4 1
A=|21-2 0 o0 3| U®P=|2-2 0 1 2| T@=|22 -1 4 1
2 15 () (B B 3|—-1 1 0 4 3.2 .8 =1 2
400 00 =2 0 41—1 =1 -2 0 41|83 3 4 -1
1" 2r 34 1- 2.3 4
o IRC ~5 8 4 <4

UB ={2 |2 TG =|9 |&

QO N =
=0 RN e

(b) [5 Punkt] Gib den Bellman-Ford Algorithmus in Pseudocode an. Als Eingabe sind ist ein
Graph G = (V, E) mit einer Kantenbewertungsmatrix A gegeben. Berechnet werden
soll die Matrix der kiirzesten Distanzen U™ und die Matrix der Vorgangerknoten.

(c) |3 Punkt] Welche Laufzeit hat der Bellman-Ford Algorithmus? Beweise deine Aussage.
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" Quicksort
4. Aufgabe (9 Punkte)
/
/ a) [1,5 Punkte] Welche der drei Eigenschaften adaptiv, stabil und in-place hat Quicksort?
Mache deutlich, wenn eine Eigenschaft von der Wahl des Pivotelements abhangt. Zur
Erinnerung:

e Adaptiv. Ein Sortieralgorithmus ist adaptiv, wenn ein sortierter Array eine Best-
Case-Eingabe fiir ihn ist und er auf dieser Eingabe asymptotisch schneller als im

Worst-Case ist.

¢ In-Place. Ein Sortieralgorithmus arbeitet in-place, wenn er fir jede Eingabe nur
@(1) zusétzlichen Speicher benutzt.

e Stabil. Ein Sortieralgorithmus ist stabil, wenn fiir jede Eingabe zwei (beziiglich
der Sortierordnung) gleiche Elemente in der Ausgabe in derselben Reihenfolge
- stehen wie in der Eingabe.

b) [1,5 Punkte] Du hast ein Paper von Henry Hieronymus Hatter vorliegen, in dem der
neue Sortieralgorithmus QUICKERSORT vorgestellt wird. Der neue Algorithmus un-
terscheidet sich von Quicksort allerdings nur darin, dass der Array statt in zwei Teile
in vier Teile geteilt wird — mittels dreier Pivotelemente und entsprechendem Mehr-
aufwand. Ist dieser Algorithmus asymptotisch schneller als QuickSort? Gehe davon
aus, dass beide Algorithmen vergleichbare Pivotelemente wihlen und begriinde deine
Antwort in einem oder zwei Satzen — hier ist kein formaler Beweis erforderlich.

Gekswanson®\ pedr ItV

D

¢) [2 Punkte] Die Firma QS-Systems hat dich beauftragt, mit ihrer Quicksort-Bibliothek
ein “fast vollstandig sortiertes Array” zu Ende zu sortieren. Welches Pivotelement
solltest du die Bibliothek wahlen lassen, und wieso? Ein Satz Begrindung genugt.

y WReARS

« d) [4 Punkte] Das Miinchhausen Institut fiir Technologien hat einen O(1) Algorithmus zur
Berechnung des Medians eines beliebigen Arrays vorgestellt. Der Median eines Arrays

mit den Werten

<A <---<aqap
ist hier definiert als ajz). Kannst du mit diesem Algorithmus die von Quicksort im
Worst-Case benotigten Vergleiche reduzieren? Begriinde deine Behauptung kurz. Ialls
du die bendtigten Vergleiche reduzieren kannst, gib die neue Worst-Case-Anzahl an

(in ©-Notation) und beweise sie. Du darfst Gaufklammern (-], [-]) in deinem Beweis
vernachlassigen.

(377 12 [4/5)
y——

Mmit AL
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Untere Sortierschranke

5. Aufgabe (2 Punkte)
/ Betrachte InsertionSort fiir das Array A = [a, as, a3, as, as).
InsertionSort
Input:  Array A mit n Komponenten [a;, ..., a,]

Output: A in aufsteigender Reihenfolge sortiert

s:=4

FOR #:=2TO n DO
cur = A[1]
finde Einfugeposition j fir cur in A[1]... A[s] mit linearer Suche von vorne
verschiebe Elemente von A[j] ... Ai — 1] um eine Position nach rechts

Alj] :== cur
& s =8+1
ENDFOR
RETURN A

Trage die entsprechenden Vergleiche in der Form z < y in die vorgegebenen 8 Knoten des
Entscheidungsbaums ein. Wie driickt sich Worst-Case-Aufwand in einem Entscheidungs-

baum aus?
ﬁ) 27“ A5G, 9 @W%&W”’{\ W

f
’
~

s=l
5/'32_ n"’ a 0‘5(‘” ag /,/ A
% ﬂ JQS Q’ “ a C
Cur = A, “ ‘g A
| AT i
@
nein
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' Kompression

,.

'/ 6. Aufgabe | (8 Punkte)

a) [1 Punkt] Wann ist ein Code eindeutig dekodierbar? Veisc e (f e D’,(JCJ Ca.

b) [1 Punkt] Wie ist ein Prifizcode definiert? qé/(,(-(_n tu veclueadore.
(—'O('L‘(\C-} 'JC:L\ { }’L ’JC( CodA
c) [2 Punkte] Stelle den folgenden Code als Baum dar. Ist der Code ein Prafixcode?

Zeichen | Codewort
0
1
00
01
10
11
000
001

SR =0 0|0 o

e) (4 Punkte) Beweise folgendes Lemma: sei ¥ ein Alphabet, £ und y Zeichen mit mini-
maler Haufigkeit. Sei T ein Prafixcode in dem z und y einen gemeinsamen Elter haben
und 7”7 der Baum, der entsteht wenn und y durch z ersetzt werden, mit der Summe
der Haufigkeiten f'(2) = f(z) + f(y) und f'(a) = f(a) sonst. T” ist ein Prafixcode fiir
das Alphabet &' := ¥ \ {z,y} U {z}. Dann gilt:

T optimal fir I, f & T" ist optimal fiir ¥, f'

G Aoy Viter

y 0w K
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Suchbaume
| 7. Aufgabe (9 Punkte)
(a) [2 Punkte] Fiige die Schliissel 1,2,...,7 in die jeweiligen Baume ein, so dass Suchbiume

/ folgender Gestalt entstehen:

(b) [2 Punkte] Losche _{aﬁs beiden Baumen das Wurzelelement und stelle die entstehenden
klare dabei, wie die neue Losung zustande kommt.

Suchbéume dar %
c) |1 Punkt Deﬁr;ierg‘)die Hohe h(T') eines bindren Suchbaums 7T rekursiv.
=Y

(d) El Punkte|] Angenommen, die Suche nach einem Schliissel & in einem Suchbaum T endet
in einem Blatt und die Schliisselmenge von 7 wird in die drei Mengen A, B, C mit
folgender Eigenschaft zerlegt: A enthilt die Schliissel links des Suchpfades, B enthilt
genau die Schlissel auf dem Suchpfad und C enthilt die Schliissel rechts des Such-
pfades. Finde ein moglichst kleines Gegenbeispiel zu der Behauptung, dass dann gilt:
a < b < cfir beliebigeac A, be B, ce C.

i.\)\,

\

\

T
-’.' "
la P S
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AVL-Baume

8. Aufgabe (14 Punkte)

(a) [3 Punkte] Was bedeutet die Aussage, dass eine Klasse von Suchbiumen balanciert in

f(n) ist.
(b) [3 Punkte] Beweise, dass einfache Suchbdume balanciert in O(n) sind.

(c) [1 Punkt] Wie hoch kénnen AVL-Béume mit n Schliisseln héchstens werden? (O-Notation
geniigt, ohne Beweis/Begriindung)

(d) [2 Punkte] Welches ist die groBte Anzahl an Knoten, die ein ein AVL-Baum mindestens
enthalten muss, um Hohe 5 zu haben? Antworte ohne Beweis, aber mit Begriindung
mit Hilfe einer Formel oder einer Zeichnung.

(e) [5 Punkte] Beweise deine in () getroffene Aussage iiber die Hohe. Genauer: Stelle eine
geeignete Rekursionsgleichung fiir die Abschétzung auf und begriinde diese. Erklére,
wie man aus der Rekursionsgleichung die Abschitzung n(h) > 27 beweist. Erklare
aulerdem wie man aus der Abschédtzung die Hohe ableitet.
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Optimale statische Suchbaume
0. Aufgabe (4 Punkte)

(a) [1 Punkt] Wie lauten die Beikursionsgleichunfgen zur Berechnung eino%g_opt.imalen stati-
schen Suchbaums? C;¥ = O ; C;e: min g Ciol Gl £t o )
b= 1A d
(b) [3 Punkte| Berechne und zeichne fiir die vier Schliissel {1,2, 3,4} und die nachfolgende
Wahrscheinlichkeitsverteilung den optimalen statischen Suchbaum. Nutze hierzu den

Algorithmus aus der Vorlesung. Fiir Intervalle der Lange 1 ist keine Begriindung an-

zugeben.
Schliissel 112 1 344
Wahrscheinlichkeit || 0.1 | 0.6 | 0.2 | 0.1
L oot e
]La - C\’\ i Cb Q’r 1 CQQJ— 2
Stpry B et el = O Bt o
. /{ ‘ C_,,-Z o O’é . Cl} \ | 34 )
AR e PRl eph B jegh - Be” : Y
(Lt Cl =g C, +Coy . Cu; *Cqp 5ty ‘<
i 2
= mnd O 065t O6rOL A ~
woneA 4
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Hashing
10. Aufgabe s (11 Punkte)

(a) [1 Punkt]| Was ist die Ausgangssituation beim Hashing? (Fasse dich kurz!) Wie ist eine
Kollision definiert?

(b) [2 Punkte] Chaining mit Uberlauflisten ist ein Verfahren, welches Kollisionen behan-
deln kann. Wie funktioniert es? Wie hoch ist der Aufwand im Average-Case fiir die
Operation “Suchen nach einem Element”, wenn sich n Schliissel in der Hashtabelle

befinden?

(c) [2 Punkte] Fiir Hashing wurden in der Vorlesung unter anderem die Kollisionsstrategien
quadratisches Sondieren und der Doppel-Hash vorgestellt. Die Kollisionsbehandlung
bei einer Hashfunktion wird fiir einen Schliissel k£ durch eine Sondierungsfolge h(k, 0),
h(k,1), h(k,2) usw. festgelegt. Gib fiir die beiden Strategien die jeweilige Hashfunktion
an.

" (d) [1 Punkt] Formuliere die Bedingung, die aquivalent zur Permutationsbedingung beim
Doppel-Hash ist (ohne Beweis).

(e) [5 Punkte] Beim Beweis zur Anzahl der notwendigen Sondierungen beim Doppel-Hash
bis ein Einfiigeplatz gefunden wurde, kommt das Urnenmodell zum Einsatz. Definiere
das Urnenmodell und gib eine Formel fiir die erwartete Anzahl an Ziehungen einer
weiflen Kugel (ohne Beweis) an. Nutze nun diese Aussage zum Beweis einer Aussage
tber die erwartete Anzahl an Sondierungen beim Doppelhash.

11. Aufgabe (3,5 Punkte)
Es sei eine Hashtabelle mit m > n-+1 Speicherplidtzen gegeben, in die schon n Schliissel zufil-
lig durch Hashing mit offener Adressierung (Gleichverteilungsannahme / uniform hashing!)
eingefiigt worden seien. Fiir die Einfligung des n + 1-ten Schliissels gilt die Rekursionsformel
fln,m)=1+ 2. f(n—1,m — 1), welche die erwartete Anzahl an besuchten Speicherzellen

bei Einfiigung des n + 1-ten Schliissels angibt.
(a) [1,5 Punkte] Erklare, warum die behauptete Rekursionsformel gilt.
(b) [1 Pupkt] Beweise, dass f(n,m) = -2+L gilt.

m+1—n

(c) [1 Punkt] Wie ist der Zusammenhang zur Abschidtzung der erwarteten Anzahl an Son-
dierungen beim Doppel-Hash?

Jo” A«mw’
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