Losungen zur Februar-Klausur

1. Aufgabe (1+5+1+2 Punkte)

a)

b)

d)

y1 = —2 ist einzige Nullstelle von (y 4+ 2)? und somit stationire Losung der Dgl.

Fiir y # —2 ergibt Trennung der Variablen :

5 Y 1 -1
x° 4+ C = 217(1;1::/ ‘d:r:/ ~dy = .
/ (y +2)° (y+2)2 7 y+2

Auflosen ergibt die allgemeine Losung:

1
2+ C"

y(r) = -2 — C' beliebige Konstante.

Bestimmung von K durch Anfangsbedingung:

1
0) = -2 — — = —1
y(0) -

ergibt ' = —1 und damit als Losung des AWP

1

y(x) = % 2.

Der Nenner wird Null bei x = £1, d.h. die (maximale) Losung ist nur auf | — 1,1]
definiert:

1
y(x) = s -2, z€|-1,1].

Bei x = +1 hat sie Pole, d.h.
y(x) — +oco fiir x — £1. (Der Definitionsbereich der Losung muss immer ein Intervall
sein, welches den Anfangszeitpunkt, hier xy = 0, enthéilt.)

Die stationédre Losung y(x) = y; = —2, x € R ist die eindeutige (maximale) Losung
des AWP.

Mit der Funktion
F(z,y) =22(y+2)*, (z,y) eU=RxR=R?
143t sich die Dgl. schreiben als
y' = F(z,y).
Der Definitionsbereich U = R? ist offen und die durch die Anfangsbedingung gege-
benen Punkte (0, —1) und (0, —2) liegen in U. F ist auf D = R? (in allen Variablen)

stetig diffbar. Daher ist der EE-Satz anwendbar und liefert die Eindeutigkeit der
(maximalen ) Losung.



2. Aufgabe (54243 Punkte)

a) Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix: Charakteristisches Polynom:

-3—-A 2

det (A—)\E):‘ 1

'=(—3—>\)(—/\)+2:/\2+3A+2

—A+1)(A+2) =0

Eigenwerte A\; = —1, Ay = —2. Eigenvektoren der Matrix:

(A - )\IE)ﬁz (:? ?) V= 6 > —U +Uy = 0.

Wir erhalten einen Eigenvektor

. 1
" = (1> N

Eigenvektoren zu dem Eigenwert A\ = —2 :

(A— XE)U = (:i 3)1":6 — —v1 +2v3 =0

ergibt einen Eigenvektor

. 2
Uy = (1> .

Wir erhalten als Fundamentalsystem:

Ti(t) = Mo, =e! (}) : To(t) = €20y = ™2 (?) .

Allgemeine Losung des homogenen Systems:

2

— — — ]- — 2

T (t) = E CZTi(t) = Cre™ (1) + Chye (1) .
k=1

b) Zur Losung des Anfangswertproblems sind die Konstanten C4, Cy aus (a) so zu be-
stimmen, dass die Anfangsbedingung erfiillt wird, d.h.

(:1”) L #0) = ickfk(m el G) e (f) |

k=1

Dies ergibt das Gleichungssystem C + 2C5 = 3 und C; + Cy = 1 . Dieses System
hat die eindeutige Losung €', = —1,C5 = 2 . Die Losung des Anfangswertproblems
lautet somit

1 0 [ 2
— — ,—2t
T(t) = —e (1) + 2e (1) .



c) Bestimmung einer speziellen Losung des inhomogenen Systems durch Variation der
Konstanten:

2
Z t)a(t) mit

k=1

fiihrt auf:
(fl(t) = 0, C'z(t) = 3(33t.

Integration ergibt (Integrationskonstanten kénnen hier weggelassen werden, da nur
eine spezielle Losung gesucht ist.)

c(t) =0, co(t) = e,

Wir erhalten als spezielle Losung

-Faon-ec () -<()

Allgemeine Losung des inhomogenen Systems:

T(t) = fp(t)+z Ci. 73 (1) = €' (%) +Ce ! G) +Che 2 (f) . (.05 Konstanten..

k=1

()

3. Aufgabe (6+3 Punkte)
a) Da
y1(t) = e fcos (3t) = Re el 11301

Losung der Dgl. ist und die Koeflizienten reell sind, miissen —1 + 372 und —1 — 3z
Nullstellen des charakteristischen Polynoms der Dgl. sein. Damit ist auch

yo(t) = Im e 713t = et 5in (3¢)

eine Losung der Dgl.

Dariiberhinaus ist jede konstante Funktion eine Losung der Dgl..
also auch y5(t) = 1.

Die allgemeine Losung der Dgl. ist somit:

y(t) = cryr (t) + coya(t) + csys(t) = et cos (3t) + coe ' sin (3t) + ¢,
wobel ¢, ¢9. c3 Konstanten . Das charakteristische Polynom ist gegeben durch
P(A) = X2 4+ a)X® + bX = A(A* + aX + b).
Es muss (neben Null) die Nullstellen —1 4+ 32 haben. Wegen
A= (=14+3)A=(-1=3i)) = A+1)2+9= X +21+10

folgt a = 2, b = 10.
Die Dgl. lautet somit:

III

+2y" + 10y = 0.



b)

Das charakteristische Polynom ist gegeben durch
QM) = A +5X% = (A +5)\%

Damit ist A\; = 0 doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms (). Fiir die
Inhomogenitiit t = te = teM! lautet der Erstansatz At + B (Polynom ersten Grades),
und damit der Ansatz fiir die spezielle Losung:

yp(t) = t2(At + B) = At + Bt*.

4. Aufgabe (6+8 Punkte)

a)

b)

Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix: Charakteristisches Polynom:

det (A — A\E) = '_/\ 2 |

-2 o — A

XN —ad+4=(\—0a/2)?+4—a?/4=0.

Wegen 4 — a?/4 > 0 ergeben sich komplexe Eigenwerte \; = /2 + z\/ 4 —a?/4
und Ay = /2 —i\/4 — a?/4 . Eigenwerte sind hier einfach, d.h. die algebraische
Vielfachheit von A, ist 1, somit gleich der geometrischen Vielfachheit. Ausserdem
haben wir hier Re {5} = /2. Es folgt Instabilitét, falls o > 0. Es folgt Stabilitét,
jedoch keine asymptotische Stabilitéat, falls o = 0.Es folgt asymptotische Stabilitét,
falls o < 0.

Das autonome Differentialgleichungsystem lautet

B\ _ R o) mit Flea — (@ DY
(y) — f(l'a y) mit f(lv y) _ (17(;1/23 . 8)) :

Die Gleichgewichtspunkte sind die Punkte (x,y) € R? des Phasenraumes, fiir die gilt:
(2 =1y = | =~
(’J:(y3 ~-8)) ~ flz,y) =0

& (y =0 oder 2 = 1) und (z = 0 oder 3° = 8).

Im Fall y = 0 erhalten wir nur den Gleichgewichtspunkt (0, 0). Sei nun y # 0. Dann
gilt 2 = 1 und (y* = 8) Wir erhalten die GGP (1,2) und (-1, 2).Wir bestimmen die

2 2
, , - “—1 Ty —
Jacobi-Matrix von f(x,v) = (gl(y:; B g;;) = (;{ :;y B 8%}):

- 2ry  a*—1
Df(x,y) = ( Y ) .

GGP(0,0):

D f (0,0) = <—08 _01) hat das charakteristische Polynom P()\) = \* — 8

Wir erhalten die EW A\, = +v/8 Es gilt \; = v/8 > 0. Somit ist (0,0) instabiler
GGP.



GGP(1,2):

Df(l, 2) = (3 1%) hat die EW Ay =4 und \3 = 12.

Es folgt Instabilitit fiir den GGP(1,2).
GGP(—1,2):

Df(?,O) = (_04 _012) hat die EW Ay = —4 und A\, = —12.

Somit ist (—1,2) asymptotisch stabiler GGP.

5. Aufgabe (8 Punkte)

Laplace-Transformation der DGL ergibt

Lly+4yl(s) =(s+4)Lly](s) — 1 - Llus(t)e ] (s) = e"lQC[ug(t)e"‘l(t":”](s)

. . 1
:J—38—12£ _,—4t (, :_,—'38—12 .
IR (5) = et
N 1 ~35—12 1 - —4t/ . ~3s—12 —4At/ .
= Llyl(s) = g+ g = (L) + LIt (s))

Riicktransformation mit dem Verschiebungssatz ergibt:

y(t) = e + e 2(t — 3)e Dy (t) = e + (t — 3)e Mus(t).

6. Aufgabe (7+3 Punkte)

a) Einsetzen des Produktansatzes u(x,t) = F(x)G(t) in Dgl. ergibt
F(x)G'(t) = we(x,t) = Bug(x,t) = 3F" ()G (1),

damit

G'(t)  F"(x)
3G(t)  F(x)

= A ( Konstante ),

d.h.
F'(x) = AF(x), G'(t) = 3)XG(t).
Einsetzen in die (homogenen) Randbedingungen ergibt
0=u(0,t) = F(0)G(t) und 0 = u(2m,t) = F(27)G(1).
Dies fiirt auf die Randbedingungen fiir F"
F(0) = F(27) = 0.

(Sonst miusste G(t) fur alle ¢ Null sein, was nur die triviale Losung zulasst.)

3



b)

Das RWP
F'(x) = AF(z), F(0)=FQ2r)=0

hat im Falle A > 0 nur die triviale Losung F' = 0. (Begriindung nicht erforderlich.)

Im Falle A < 0 ergibt sich als allgemeine Losung der Gleichung fiir F':

F(x) = Acos (\/|\x) + Bsin (/|| x).

Einsetzen in die homognen Randbedingungen ergibt
0=F(0)=Aund 0 = F(2r) = Acos (\/|A]27) + Bsin (\/|\|]27)).

Dies wird fiir A = 0 und sin (y/|A|27) = 0 erfiillt. \/|A|27 muss also Nullstelle der
Sinus-Funktion sein:

2

VIA2r = nw, dh VA =n/2und A = — |\ = — (%)2 = %
Somit gilt

F(x) = Bsin (g ), n € N.
Fiir ¢ ergibt sich

—3n?

G'(t) = 3AG(t) = 0

G(t).

: : : y ~3n?t : y
Wir erhalten die allgemeine Losung G(t) = Ce™ 4+ | und damit als Losungen

n?t i1 —3n2t Tl
u(x,t) = F(x)G(t) = Ce ~i Bsin (2 ) —qe i sin (51,) n € N.

mit neuer Konstanten a = C'B.

Durch Uberlagerung dieser Losungen erhalten wir wieder eine Losung der Dgl. mit
den homognen Randbedingungen :

> @
—'Sn t ., 1
E a,¢ 4 sm|(—x).
2

n=1

Mit der Anfangsbedingung fiir u folgt

MS

,, Sin < )

qm(é) + 2sin (3z) = u(x,0)

n=1
Koeflizientenvergleich ergibt
a1 = 1 und ag = 2, sonst ai = 0.

Damit lautet die Losung des AWP

-3t

x
u(x,t) = e+ sin (2) +2e¢ %™ sin (3x).



