Berlin, 10. April 2017

Wiederholung der schriftlichen Priifung zur Vorlesung Diskrete Strukturen
(Niedermeier /Molter /Froese, Wintersemester 2016,/17)

Einlesezeit: 15 Minuten
Bearbeitungszeit: 60 Minuten
Max. Punktezahl: 50 Punkte

Allgemeine Hinweise:
e Es sind keinerlei Hilfsmittel erlaubt.
e Benutzen Sie keinen Bleistift, sondern einen Kugelschreiber in der Farbe schwarz oder blau.
e Beschriften Sie jedes Blatt mit Vor- und Nachnamen sowie Matrikelnummer.

e Bei allen Multiple-Choice-Fragen ist immer mindestens eine Antwort richtig. Bei Ankreu-
zen einer falschen Antwort gibt es fiir die jeweilige Aufgabe 0 Punkte!

e Ein Graph ist, falls nicht explizit anders beschrieben, immer einfach, ungerichtet und ohne
Schleifen.

e Auf Seite 7 finden Sie einige Sdtze aus der Vorlesung, die Sie verwenden diirfen. Nicht aufge-
listete Sétze und Korollare, die aus der Vorlesung bekannt sind, diirfen ebenfalls verwendet
werden und miissen nicht erneut bewiesen werden.

e Falls in der Aufgabenstellung nicht explizit ausgeschlossen, sind alle Antworten
zu begriinden! Antworten ohne Begriindung erhalten 0 Punkte.

Viel Erfolg!



Aufgabe 1: Vermischtes Graphentheorie I (4 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? Die Antwort muss nicht begriindet werden.

I:] Es gibt einen Graph, der keinen planaren Teilgraphen enthalt.
I:] Wenn ein Baum ein perfektes Matching enthélt, so ist dies eindeutig.

I:‘ Der Vierfarbensatz war einer der ersten grofen mathematischen Sétze, der mit Hilfe
von Computern bewiesen wurde.

I:] Jeder 4-regulidre Graph enthélt ein perfektes Matching.
I:‘ Es gibt einen planaren Graphen mit 7 Knoten und 16 Kanten.

Aufgabe 2: Vermischtes Graphentheorie II (4 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? Die Antwort muss nicht begriindet werden.

I:] Der Komplementgraph eines nicht zusammenhéngenden Graphen ist immer zusammen-
héngend.

I:] Es gibt einen Graphen mit Gradsequenz (1,2, 3,4, 4).
I:‘ Jeder 2-reguldre Graph ist bipartit.

I:] Jeder 3-farbbare Graph (Knotenfirbung) ist planar.
I:] Jeder Baum ist 2-farbbar (Knotenfirbung).

Aufgabe 3: Vermischtes Zahlentheorie (6 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? Die Antwort muss nicht begriindet werden.
I:] Das Produkt aus dem grofiten gemeinsamen Teiler und dem kleinsten gemeinsamen
Vielfachen zweier positiver ganzer Zahlen ist gleich dem Produkt dieser beiden Zahlen.

I:] Der chinesische Restsatz wird dazu benutzt, die Primfaktorzerlegung einer natiirlichen
Zahl zu berechnen.

I:‘ Eine natiirliche Zahl ist durch neun teilbar genau dann, wenn ihre Quersumme durch
neun teilbar ist.

I:] Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt: n und n + 1 sind relativ prim.
I:] Es gibt eine grofste Primzahl.

I:] Das RSA-Verfahren benutzt immer den gleichen Schliissel zum Ver- und Entschliisseln.



Aufgabe /: Biume (4+2 Punkte)

a) Sei G = (V, E) ein Baum. Beweisen Sie, dass weniger als die Hélfte aller Knoten von G
einen Grad grofer oder gleich drei haben. Das heiftt, beweisen Sie die Ungleichung

{v eV |degg(v) = 3} <[V]/2.
b) Zeichnen Sie einen Baum mit acht Knoten, von denen mindestens drei Knoten jeweils

einen Grad grofer oder gleich drei haben, oder beweisen Sie, dass es keinen solchen
Baum gibt.



Aufgabe 5:

Isomorphe Komplementgraphen (34+-3+4 Punkte)
Der Komplementgraph eines Graphen G = (V, E) ist der Graph G = (V, E) mit
E={{v,w}|v,w eV Av#uwA{v,w} ¢ E},

d.h. G enthilt eine Kante zwischen zwei Knoten genau dann, wenn diese Kante in G nicht
existiert.

Zwei Graphen G = (V,E) und G’ = (V’, E’) heifen isomorph falls es eine bijektive Funk-
tion f:V — V' gibt, sodass fiur alle v,w € V mit v # w gilt, dass {v,w} € E gdw.
{f(v), f(w)} € E".

a) Geben Sie einen Graphen G und seinen Komplementgraphen G mit vier Knoten an,
sodass G zu G isomorph ist (ohne Begriindung).

Graph G Komplementgraph G
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b) Beweisen Sie, warum es keinen Graphen mit drei Knoten gibt, der isomorph zu seinem
Komplementgraphen ist.

c) Beweisen Sie, dass fiir jeden Graphen G = (V, E), der isomporph zu seinem Komplement-
graphen G ist, gilt, dass [V| =0 (mod 4) oder |[V| =1 (mod 4).



Aufgabe 6: Planare Graphen (2+3+4-+2 Punkte)
Ein ebener Graph ist ein planarer Graph zusammen mit seiner Darstellung in der Ebene.
Dabei muss eine Kante nicht unbedingt als eine gerade Linie gezeichnet werden.

Ein Graph G = (V| E) hat eine unabhingige Knotenmenge X C V, wenn fiir alle v,w € X
gilt, dass {v,w} ¢ E.

Ein k-reguldrer Graph ist ein Graph bei dem der Knotengrad jedes Knotens genau k ist.

a) Zeichnen Sie einen 4-reguléren ebenen Graphen mit sechs Knoten.
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b) Zeigen Sie, dass es keinen 6-reguldren planaren Graphen gibt.

¢) Zeigen Sie, dass jeder planare Graph G = (V, F) eine unabhéngige Knotenmenge X C V/
mit |X| > |V]/6 besitzt, ohne dabei den Vierfarbensatz zu verwenden.

d) Was konnen Sie mit Hilfe des Vierfarbensatzes iiber die Grofe der grofiten unabhéngigen
Knotenmenge |X| in einem planaren Graphen aussagen? Begriinden Sie Thre Aussage.



Aufgabe 7: Matchings (3+3+3 Punkte)

a) Geben Sie ein perfektes Matching fiir den folgenden Graphen an oder beweisen Sie, dass
es keines gibt.

b) Beweisen Sie, dass jeder Graph G = (V, E) ein Matching M enthalt, fiir das gilt
|M| > [E|/(A(G) +1),
wobei A(G) der Maximalgrad von Graph G ist.
(2n)!
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¢) Zeigen Sie, dass ein vollstdndiger Graph mit 2n Knoten perfekte Matchings enthélt.



Satze aus der Vorlesung

Satz 1 (,Handshaking-Theorem®).
Fiir jeden Graphen G = (V, E) gilt Z degs(v) =2 |E|.
veV

Satz 2 (,Satz von Ore®).
Erfiillt ein Graph G = (V, E) die Bedingung

mey c ‘/733 7é Y, {xay} ¢ E: degG(aj) + degG(y) Z |V|a
so enthalt G einen Hamiltonkreis.

Satz 3 (,Satz von Euler®).
Ein zusammenhéngender Graph G = (V, E) ist eulersch < der Grad aller Knoten ist gerade.

Satz 4 (,Eulersche Polyederformel“).
Sei G = (V, F) ein zusammenhéngender, ebener Graph. Dann gilt #Gebiete = |E| — |V| + 2.

Korollar 5 (zu ,Eulersche Polyederformel®).
Fiir jeden planaren Graphen G = (V, E) mit |V| > 3 gilt
|E| <3-|V|—6.

Satz 6 (,Satz von Kuratowski®).
Ein Graph ist planar gdw. er keinen Teilgraphen enthélt, der hom6omorph zu K3 3 oder Kj ist.

Satz 7 (,Vierfarbensatz“).
Fiir jeden planaren Graphen ist x(G) < 4.

Satz 8 (,Satz von Vizing®).
Es gibt einen effizienten Algorithmus, der fiir einen Graphen G = (V, E) eine Kantenfirbung mit
entweder A(G) oder A(G) + 1 Farben liefert.

Satz 9 (,Satz von Hall“).
Fiir einen bipartiten Graphen G = (AW B, E) gilt:

G hat ein Matching M der Kardinalitéit |M| = | A|
54
VX C A: [N(X)| > [X].



