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Bemerkung

Die auf dem Deckblatt gegebene Punkteverteilung entspricht nicht der Tatséchlichen.
Aufgabe 1: 16,

Aufgabe 2: 10,

Aufgabe 3: 7,

Aufgabe 4: 17.

Zusétzlich war der Satz von Hall auf dem Deckblatt gegeben.
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Bearbeitungszeit: 60 Minuten

Max. Punktzahl: 50 Punkte
Aufgabe Nr.: 1 2 3 4 Summe
Punktzahl: 18 10 6 16 50

Davon erreicht:

Allgemeine Hinweise:

Es sind keinerlei Hilfsmittel erlaubt.

Benutzen Sie keinen Bleistift, sondern einen Kugelschreiber in der Farbe Schwarz oder Blau.
Beschriften Sie jedes Blatt mit Vor- und Nachnamen sowie Matrikelnummer.

Falls in der Aufgabenstellung nicht explizit ausgeschlossen, sind alle Antworten zu
begriinden! Antworten ohne Begriindung erhalten 0 Punkte.

Sétze und Korollare, die aus der Vorlesung bekannt sind, diirfen verwendet werden und miissen
nicht erneut bewiesen werden.

Hinweise zum Inhalt: Ein Graph ist in dieser schriftlichen Priifung immer einfach, ungerichtet und
ohne Schleifen. Der vollstdndige Graph mit n Knoten und (g) Kanten wird mit K, bezeichnet. Der
vollstédndig bipartite Graph (UWV, E) mit |U| = n, |V| = m und |E| = n-m wird mit K, ,, bezeichnet.

Fiir einen Graphen G = (V, F) definieren wir Folgendes.
e Die Nachbarschaft N(v) eines Knotens v € V' ist definiert als N(v) = {u € V | {v,u} € E}.

Ein Graph H = (Vy, Ey) heifst Teilgraph von G falls Vg CV und Ey C E.

e Fiir jedes X C V heift G[X] := (X, E') mit E' := {{u,v} | {u,v} € E) A ({u,v} C X)} der

durch X induzierte Teilgraph von G.

Ein Graph H = (Vi, Eg) heilt isomorph zu G falls es eine Bijektion f: V — Vp gibt, sodass
gilt Yy wev {v,w} € E <= {f(v), f(w))} € E'.

Ein Weg der Lénge ¢ in G ist eine Folge (v, v1,...,v¢) von Knoten aus V mit Yo<;</{vi,viy1} € E.
Ein Pfad in G ist ein Weg, in dem alle Knoten paarweise verschieden sind.

Ein Kreis der Lange ¢ > 3 in G ist ein Weg (v1, ve, ..., v, v1) mit £ verschiedenen Knoten.

Ein Hamiltonkreis in G ist ein Kreis in G, der jeden Knoten genau einmal enthélt.

Eine Eulertour in G ist ein Weg, der jede Kante des Graphen genau einmal enthélt und dessen
Anfangs- und Endknoten identisch sind. Ein Graph, der eine Eulertour enthélt, heifst eulersch.
Eine k-Fdirbung von G ist eine Funktion c: V' — {1,2,...,k}, sodass gilt Vi, ,yep c(u) # c(v).
Die chromatische Zahl x(G) von G ist die kleinste Zahl k, fiir die G eine k-Farbung hat.

G ist ein Baum falls G zusammenhéngend und kreisfrei ist.

Ein Spannbaum von G ist ein Teilgraph T'= (V, Er), der ein Baum ist.

Eine Teilmenge S C V heikt Knotentiberdeckungsmenge, falls Vecpe NS # .

Eine Teilmenge S C V heift dominierende Menge, falls V,cy1\ g5 N N (v) # 0.

Eine Teilmenge S C V heifst unabhdingige Menge, falls ¥, yes{v,w} ¢ E.

Viel Erfolg!



Aufgabe 1

a) Zeigen oder Widerlegen sie: Es existiert ein Graph, der einen Hamiltonkreis, aber
keine Fulertour enthélt.

4 Punkte

b) Geben sie einen Graphen mit n Knoten an, welcher nicht planar ist und nicht
mehr als 3n-6 Kanten besitzt.

4 Punkte
C) Geben sie einen Graphen an, der planar, aber nicht dreifdrbbar ist.
4 Punkte

d) Gegeben sei ein bipartiter Graph G = (U WV, E) mit |U| = |V|. Zudem gilt
dr € U. dege () € {1,2,...,|U|} . Zeigen Sie, dass ein perfektes Matching in G
existiert.

4 Punkte



Aufgabe 2

Sei R C A x A eine symmetrische Realtion von A nach A. Sei G der Relationsgraph zu
Rmit G = (A,Egr), FEgr:={{a,b}]| (a,b) € RANa+#b}.

a) Geben sie ein R und A an, sodass der dazugehorige Relationsgraph nicht vollstandig
verbunden ist oder zeigen sie, dass solche R und A nicht existieren.

2 Punkte

b) Zeigen sie, dass fiir alle A jede Zusammenhangskomponente des zugehorigen Re-
lationsgraphen G vollstédndig verbunden ist, falls die Relation R transitiv ist.

8 Punkte



Aufgabe 3

Modellieren sie das folgende Problem mit Graphen.

1. Geben sie die Bedeutung der Knoten und Kanten an.
2. Geben sie an, womit das Problem gel6st werden kann.
3. Begriinden sie kurz, warum ihr Modell das gegebene Problem 16st.
Sie wollen Module fiir ihr néchstes Semester wihlen. Einige Module iiberscheiden sich

in der Zeit, in der sie stattfinden. Sie konnen keine zwei sich iiberschneidenen Module
belegen. Sie mochten so viele Module wie moglich belegen.

7 Punkte



Aufgabe 4

a) Zeichnen sie zwei kantendisjunkte Spannbdume in folgenden Graphen, indem sie
jede der Kanten eindeutig mit 1 oder 2 beschriften.

4 Punkte

b) Beweisen sie, dass jeder 3-reguldre Graph mit n > 10 Knoten keine zwei vollstandig
diskjunkten Spannbdume besitzen kann.

4 Punkte

C) Geben sie fiir folgenden Graphen ein maximales, aber nicht grofStmogliches Mat-
ching an. Zeigen sie, dass ihr Matching maximal, aber nicht grofitmdoglich ist.
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4 Punkte

d) Geben sie fiir folgenden Graphen ein grofitmogliches, aber nicht perfektes Matching an.
Zeigen sie, dass ihr Matching grofitmoglich, aber nicht perfekt ist.
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5 Punkte



