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Schriftlicher Test Diskrete Strukturen

Aufgabe: 1 2 3

Punkte:

Summe:

Punkte: Insgesamt sind in dieser Teilleistung 200 Testpunkte zu erreichen. 4 Testpunkte ent-
sprechen einem Portfoliopunkt. Es kénnen maximal 50 Portfoliopunkte erarbeitet werden.
Bearbeitungszeit: Die Bearbeitungszeit betriagt 60 Minuten.

Alle Antworten sind zu begriinden, es sei denn, dies wird explizit ausgeschlossen.
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1. Schriftlicher Test Diskrete Strukturen SoSe 2025 Matrikelnummer:

Aufgabe 1 20 4+ 20 4 25 + 15 = 80 Punkte

(i) Zeigen Sie 3 | a(a® — 1) fiir alle a € Z.

(i) Sei ggT(a,b) =1 und ¢ | (a +b). Zeigen Sie, dass a und c teilerfremd sind.
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1. Schriftlicher Test Diskrete Strukturen SoSe 2025 Matrikelnummer:

(iii) Geben Sie alle (a,b) € Zs31 x Z an, sodass 11la + 31b = 1.

(iv) Seil =7 und k = 7. Finden Sie ein n, sodass (I,n) und (k,n) ein giiltiges RSA-Schliisselpaar
aus einem Offentlichen und einem privaten Schliissel sind. Begriinden sie, dass es sich um ein
glltiges Schliisselpaar handelt.
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1. Schriftlicher Test Diskrete Strukturen SoSe 2025 Matrikelnummer:

Losung zu Aufgabe 1

(i) Wir machen eine Fallunterscheidung beziiglich ¢ mod 3 und zeigen dass in allen drei Féllen
3| aoder 3| (a% —1) gilt.

o Fiir a = 3k folgt direkt 3|a.

e Fiira=3k+1gilt a®> —1=9k%+6k+1—1=3(3k% + 2k) und somit 3 | (a® — 1).

o Fira=3k+2gilt a®> —1=9k% + 12k + 4 — 1 = 3(3k? + 4k + 1) und somit 3 | (a® — 1).
Alternativ kann auch der kleine Satz von Fermat genutzt werden.

(#i) Sei d ein gemeinsamer Teiler von a und ¢, d.h. d | @ und d | ¢. Dann gilt wegen ¢ | (a + b) auch
d|(a+0b). Esfolgt d| a+b—a, also d | b wegen d | a. Da ggT(a,b) =1 ist, folgt d = 1.

(#ii) Wir bestimmen mit dem erweiterten euklidschen Algorithmus a’ und ¥’ sodass 11a’ + 31¥ = 1.
Dies ist moglich da ggT(11,31) =1 ist.

31-2-11=9
11-1-9=2
9-4.2=1
1=9-4-2

1=9-4-(11-1-9)=-4-11+5-9
1=—4-1145-(31-2-11)=5-31-14-11
Also @’ = —14 und &/ = 5. Es folgt dass a = a’ + 31 = 17 und &/ = b — 11 = —6 die gesuchte

Losung ist. Nach Satz aus der VL ist a = 17 € Z3; eine eindeutige Losung fiir die Gleichung
11la =1 (mod 31). Durch a ist auch b und somit die gesamte Losung eindeutig bestimmt.

(iv) Es muss gelten

k=1 (mod p(n))
7-7=1 (mod ¢(n))
49 =1 (mod ¢(n))
48 = 0 (mod ¢(n))

Zudem muss gelten, dass ¢(n) = (p — 1) - (¢ — 1). Somit miissen p — 1 und g — 1 Teiler von 48
sein. Eine mogliche Wahl ist p — 1 = 12 und ¢ — 1 = 4, da 13 und 5 Primzahlen sind. Dann
gilt » = 65 und p(n) = 48 was ein korrekter Schliissel ist, da p und ¢ Primzahlen sind und
49 =1 (mod 48) ist.
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1. Schriftlicher Test Diskrete Strukturen SoSe 2025 Matrikelnummer:

Aufgabe 2 12 + 8 4+ 27 4 18 = 65 Punkte

Sei R eine partielle Ordnung auf einer nicht-leeren Menge M. Wir definieren den Unvergleichbarkeits-
graphen G durch:

V(GR) := M,
E(GRr) := {{u,v} € Po(M) | (u,v) ¢ R und (v,u) ¢ R}.

(i) Zeichnen Sie den Unvergleichbarkeitsgraphen fiir die zu folgendem Hasse Diagramm gehorende
partielle Ordnung.

g

d/ e f
N4

C

N\

a

(ii) Sei R eine partielle Ordnung auf einer nicht-leeren Menge M. Zeigen Sie, dass der induzierte
Teilgraph jeder Kette von R eine unabhingige Menge in Gy ist.
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1. Schriftlicher Test Diskrete Strukturen SoSe 2025 Matrikelnummer:

(iii) Zeigen Sie, dass fiir jeden Unvergleichbarkeitsgraphen die chromatische Zahl gleich der maxima-
len Grofle eines vollstdndigen Untergraphen ist.

(iv) Ist der folgende Graph der Unvergleichbarkeitsgraph einer partiellen Ordnung?
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1. Schriftlicher Test Diskrete Strukturen SoSe 2025 Matrikelnummer:

Losung zu Aufgabe 2

(i) Fir den zugehorigen Unvergleichbarkeitsgraphen erhdlt man

&

ae

)
9

(ii) Sei S eine Kette. Dann gilt nach Definition fiir alle a # b aus S entweder (a,b) € R oder
(b,a) € R. Nach Definition des Unvergleichbarkeitsgraphen gibt es dann zwischen den Knoten a
und b keine Kante. Also ist S eine unabhéngige Menge in Gg.

(#ii) Sei G ein Unvergleichbarkeitsgraph und k die Grofle des grofiten vollstandigen Untergraphen.
Es gilt offensichtlich k£ < x(G). Nach Definition des Unvergleichbarkeitsgraphen stimmt k& mit
der maximalen Grofle einer Antikette iberein. Nach dem Satz von Dilworth existiert also eine
Uberdeckung durch k Ketten. Firbt man alle Knoten einer Kette mit einer Farbe, so bekommt
man eine valide k-Farbung denn nach der ii) bilden alle Ketten unabhingige Mengen in G.

(iv) Nein, der Graph ist kein Unvergleichbarkeitsgraph. Wir geben hier zwei alternative Bewei-
se an. Sei jeweils angenommen, dass es eine partielle Ordnung C gegebenem Graphen als
Unvergleichbarkeitsgraphen gibt.

a)

Wenn C eine partielle Ordnung auf S ist, dann folgt aus der Definition, dass auch C
eingeschriankt auf S\ {f} eine partielle Ordnung ist. Der Unvergleichbarkeitsgraph von
dieser Ordnung wiére der Kreis mit fiinf Knoten, was nach der iii) aber kein Unvergleich-
barkeitsgraph sein kann.

Nach Definition sind a und ¢ vergleichbar. Sei also 0.B.d.A. a C ¢. Da auch a und d
vergleichbar sind aber ¢ und d unvergleichbar sind, folgt wegen der Transitivitdt a C d.
Weiter ist d mit b vergleichbar aber a nicht mit b. Somit folgt wegen der Transitivitét
b C d. Analog folgt e C ¢. Nun sind aber auch d und e vergleichbar, aber aus d C e folgt
mit der Transitivitdt d C ¢ was ein Widerspruch zur Unvergleichbarkeit von ¢ und d ist.
Analoges Argument gilt fiir e C d.
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1. Schriftlicher Test Diskrete Strukturen SoSe 2025 Matrikelnummer:

Aufgabe 3 15 + 25 + 15 = 55 Punkte
Wir definieren P, (IN) als die Menge aller unendlich groBen Teilmengen von IN, d.h.
Poo(N) :={ACN: |A| = 0}

(i) Zeigen oder widerlegen Sie: (Poo(IN),N) ist ein Monoid.

Fir zwei Mengen A und B definieren wir die symmetrische Differenz durch
AAB := (A\B)U(B\ A).

Sie diirfen ohne Beweis die Assoziativitdt der symmetrischen Differenz annehmen.

(ii) Zeigen Sie, dass (P(IN), A) eine Gruppe ist.
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1. Schriftlicher Test Diskrete Strukturen SoSe 2025 Matrikelnummer:

(iii) Sei a +2b:=a+b (mod 2). Es ist bekannt, dass ({0,1},+2) eine Gruppe ist. Geben sie ohne
Begriindung einen Homomorphismus A von (P(IN), A) nach ({0,1}, +2) an fiir den mindestens
eine Menge A € P(IN) mit h(A) = 1 existiert.
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1. Schriftlicher Test Diskrete Strukturen SoSe 2025 Matrikelnummer:

Losung zu Aufgabe 3

(i) (Pso(IN),N) ist kein Monoid. Der Grund dafiir ist die Abgeschlossenheit. Sei A die Menge aller
geraden Zahlen und B die Menge aller ungeraden Zahlen. Dann ist A N B die leere Menge und
somit nicht in Py (IN) enthalten.

(i) Wir zeigen alle Eigenschaften einer Gruppe.
¢ Die Abgeschlossenheit folgt aus der Definition da die Potenzmenge jede Teilmenge enthéalt.
o Die Assoziativitat darf angenommen werden.
o Die leere Menge ist das neutrale Element, denn es gilt AAQ = DAA = (0\ A)U(A\D) = A.
o Jede Element ist zu sich selbst invers, denn AAA = (A\ A)U(A\A)=0uUd=0.

(#4) Fiir eine beliebige Zahl n € IN definieren wir

hn(A) =

1 ifned
0 ifné¢A.

Dies ist ein Homomorphismus, da h,,(AAB) = 1 genau dann wenn 7 in genau einer der beiden
Mengen A oder B enthalten ist. Dies ist genau der Fall in dem h,(A) 42 h,(B) = 1 gilt.
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