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Aufgabentypen und Hinweise zur Klausur

Aufgabentypen

* Giban : — Ein passender Wert soll angegeben werden (ohne Begriindung).

¢ Gib explizit an : — Ein passender Wert soll so weit wie moglich vereinfacht angegeben
werden. ‘

* Berechne : — Ein passender Wert soll explizit angegeben werden. Zusatzlich ist der
Losungsweg schrittweise anzugeben. Jeder Schritt muss begriindet werden.

¢ Begriinde : — Eine textuelle Erlduterung soll angegeben werden. Ein Beweis ist
zuldssig, aber nicht notwendig. Es muss ein klarer und logischer Argumentationsweg
erkennbar sein.

¢ Beweise : — Ein formaler Beweis soll angegeben werden. Dabei muss jeder Schritt
einzeln ausgefiihrt und begriindet werden. Zum Vergleich habt ihr die
Beispiellosungen.

e Widerlege : — Analog zu dem vorigen Punkt. In diesem Fall soll das Gegenteil der
Behauptung bewiesen werden. (Oft ist hier ein Gegenbeispiel gefragt.)

* Beweise oder widerlege : — Hier ist entweder ein formaler Beweis der Aussage oder
ein formaler Beweis des Gegenteils der Aussage anzugeben. Zudem muss durch einen

Antwortsatz kenntlich gemacht werden, ob ihr die Aussage bewiesen oder widerlegt
habt.

e Zeige : — Ein entsprechendes formales Verfahren wird verlangt. Dies muss in der
Regel schrittweise angewendet werden, z.B. durch Ableitungsbdume.

Hinweise

e Falls eine Fallunterscheidung gemacht wird und diese nicht disjunkt ist, muss
begriindet werden, warum das okay ist.
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Aufgabe 2: Inferenzregeln (6 Punkte)

a. (2 Punkte) Gib die Inferenzregeln, die die Menge N; definieren, an. N; ist die Menge '
aller nattirlichen Zahlen, die durch 7 teilbar sind.

b. (4 Punkte) Sei o eine Signatur und { z } C X eine Menge von Termvariablen. Sei
{ ¢(2),9(2),¥(2) } C Pr(X) eine Menge von Préadikaten iiber X.
Zeige, dass die Syntax der Formel 3z.¢(2) A (¥(2) V ¢(z)) € P(X) korrekt ist.
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Aufgabe 3: Mathematische Beweise (10 Punkte)

a. (5 Punkte) Beweise (Vz.P(z) V Q(z)) = V2.Q(2) V P(z) im natiirlichen Schliefien.

b. (5 Punkte) Gegeben ist der folgende Beweis in ProofBuddy.

lemma deMorgan5: "—(P A =(Q A -P)) — -P"
proof (rule impI)
assume Al: "-(P A ~(Q A -P))"
from Al have A2: "-P v -—=(Q » -P)" by (unfold andDeMorgan)
from A2 show "-P"
proof (rule orE)
assume A3: "-P"
from A3 show "-P" by assumption
next
assume A4: "—-—(Q » -P)"
from A4 have A5: "(Q ~ -P)" by (unfold dneg)
from AS show "-P" by (rule andE2)
ged
qed

Beweise ~(P A ~(Q A —~P)) — —P in natiirlicher Sprache entsprechend zum Beweis in
ProofBuddy.
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Aufgabe 4: Relationen

(20 Punkte)

Gegeben seien die Mengen A . {0,1},B £ {a,becd},C £1(1,2,3,4}und D 2 {abc}l
sowie die Relationen:

R, :(B,C)
Rg " (B, B]
Ry : (B, B)
R, : (B, B)

mit Rlé{(ﬂ,l
mit Ry 2 { (a,a

mit Ry = { (b,a),(c,b),(d,c) }

a. (2 Punkte) Gib die Relation R, graphisch an.

b. (1 Punkt) Gib die Relation Vp 4 in extensionaler Mengenschreibweise ar.

c. (2 Punkte) Berechne schrittweise r(R;) und gib das Ergebnis in extensionaler
Mengenschreibweise an.

d. (2 Punkte) Berechne schrittweise s(R;) und gib das Ergebnis in extensionaler
Mengenschreibweise an.

" e. (5 Punkte) Berechne schrittweise t(R;) und gib das Ergebnis in extensionaler
Mengenschreibweise an.
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f. (3 Punkte) Gib an, welche der Relationen Ry, R3 wird zu einer totalen Ordnung, wenn
man sie mit Az vereinigt. Begriinde, wenn nicht.

g (1Punkt) Beweise oder widerlege: R. ist rechtseindeutio.

h. (2 Punkte) Beweise oder widerlege: Fiir alle Mengen X, Y und alle Relationen
R:(X,Y) gilt, dass R genau dann rechtstotal ist, wenn R~! linkstotal ist.

1. (2 Punkte) Sei X eine beliebige Menge und R eine beliebige Relation mit 7 (X, X).
Gib an: Welche Erweiterung von R ist immer eine Quasiordung.
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Aufgabe 5: Abbildungen (12 Punkte)

Seien die Mengen A2 {meN|mmod 3=1}und B2 {meN|m mod 7=5 |
gegeben. Beweise: #(A) = #(B)
Gib dazu eine Abbildung f : A = B an und beweise, dass sie bijektiv ist.

(Es ist nicht zu beweisen, dass das angegebene f eine Abbildung ist. Ist das angegebene f
jedoch keine Abbildung, so werden keine weiteren Punkte vergeben.)
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Aufgabe 6: Kquiva\enzrelation (10 Punkte)
Sel 2N = {2.n | n e N Y. Wir betrachten die Relation R : (2N, 2N) mit

R%{(a,b)EZNX’ZN\&modF):medE)}.

a. (8 Punkte) Beweise, dass R eine Aquivalenzrelation ist.
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Aufgabe 7: Universalitit (11 Punkte)
a. (4 Punkte) Seien A £ {0,1,2,3,4 } und B £ { a,b,c }. Wir definieren
f:A=B, f(0)=c, f(1)=b, f(2)=a, f(3)=¢, f(4) =c
Gib den Kern der von f explizit an und berechne #(A) — #(A/Ker(f)).

b. (2 Punkte) Seien A £ {1,2,3 }und B £ { a,b,c,d }. Gib explizit an, wie viele Elemente
B4 besitzt. Begriinde deine Antwort.

c. (5Punkte)SeienB2 {zeN|zmod2=0},C=2{ze€N|zmod3=0 } und
A:{1,2} > M, wobei A(1) = Bund A(2) = C.
(i) Gib explizit an: Die Definition von M, sodass A unter den angegebenen
Berechnungsvorschriften wohldefiniert ist. (ii) Berechne | ¢y, oy 4. (iii) Berechne

ﬂ:‘e{u} Aj.
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Aufgabe 8: Algebren (23 Punkte)

. |0, fallsz <10AY< 10
a. (7 Punkte) Sei f: N x N = Nmit f(2,9) = {0 onef

Beweise: (N, f) ist eine Halbgruppe.

b. (7 Punkte) Gib fiir die Datenstruktur Queue eine Signatur Y queue £ (5,0, ar, X) an.
Gegeben sei die folgende Beschreibung:

e empty: Gibt eine leere Queue zuriick.

¢ enqueue: Erhélt eine natiirliche Zahl und eine Queue und gibt die Queue zuriick,
dessen letztes Element die iibergebene natiirliche Zahl ist.

¢ dequeue: Erhilt eine Queue und gibt eine Queue zuriick, dessen erstes Element
(sofern vorhanden) entfernt ist; bei leerer Queue gibt sie eine leere Queue zurtick.

e first:Erhilt eine Queue und gibt das erste Element zurtick.
¢ length: Erhélt eine Queue und gibt die Lange der Queue zurtick.
e zero: Gibt 0 zuriick.

e succ: Erhdlt eine natiirliche Zahl und gibt die nédchst grofere natiirliche Zahl
zuriick.
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¢. (4 Punkte) Um eine Eyyeue-Algebra @ zu konstruieren, setzen wir (Jna 2 N und

Qqueve = N*. Gib eine Interpretationen fiir dequeueg und enqueueg, die die
Anforderungen aus b) implementiert, an.

d. (5 Punkte) Wir definieren £ £ (S, 0, ar) mit
e S £ { elem,stack },
¢ O 2 { empty,push,pop, top }, und

e ar: 0 — S* mit

empty +— (stack)

push +~ (elem,stack,stack)
pop + (stack,stack)
top + (stack,elem)

Zeige, dass push(top(empty), empty) ein syntaktisch korrekt gebildeter Grundterm
zu L ist.
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Aufgabe 9: Induk " } i { it cons,append, reverse } un
Seien § £ { elem, list }, 0 & a
durch

a1l o= (llst) e

cons (elem,hst,hst)
append (1ist,list,list)

reverse (list, list)

A
_ : A st = L1 :
e (4 ses mit P bl xlm & Elr ; Pend undreverse sind:
Seiy & (S,O,ar,X).Deflmeren ¢ Gleichungen p Lo
(append_ni
L) =
appencl(nl ; ) L )) lappend__COHS)
append(cons(a:,h),lg) T-cons(z. append(l,, 2 e nil)
; \I€V_
reverse(nll) =01 ns)
rev_co
reverse(mns(:r,l)) = append(reverse(l),COHS(%nll)) (rev_
Hinwejs. Weiterhiy, Qilt
t=¢ (I'Eﬂ)
teVerse(]) = append(reverse(l), nil) (append._right._nﬂ)
Pp nd(append(h,lg),lg) = append(ll,appﬁnd(lg,t;;)) - \épp__assoc)
Lemma FeV_app: rev ( Q12) < (rev 1) @ (rey )
Proof {1nductiun 11)
Case njy
at{::eha;iu (] @ }21 = fev 12 bY (unfoy appendﬁnii. rule refl)
250 haye " T (rev 1) g, B (unfo 9PP_right piy "Ule refy)
: (rev 1) @ (rev yys b unfolq , il
flnally Show »| vV ([] @ L2 sv_nil, fule: ref )
it S5 TRV 12) %o ev [])- aSsumptjg,
Case Cons
ix yx ‘a
fix
':z:m?rir:d_{yp: o U € . TRV 12 rey -
50 haye { : #:]{rgvlﬂ 0 12" ¢ L0 21) % (unt ld Phend ¢ ns 1
50 haye Sy Crevers 2)) (x # (1)~ Y (unfoy "8V cong r P f ALY
2150 have - = rev |3 ( vy 8 Al (unfoyq Ing Hyp ul Y.
Lso haye -+ = rey'is rE:ELI I;X # 1))% {unfulﬁ Hassa 5129:11”
. “ : : 3
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Beweise: reverse(a
=t ppend(ly,l3)) = append(reverse(ly), reverse(l;y)) mit struktureller
Induktion entsprechend zum angegebenen ProofBuddy-Beweis. |
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