Berlin, 25. Juli 2018

Klausur Grundlagen der Algorithmik

(Niedermeier /Bentert, Sommersemester 2018)

Aufgabe Nr.: 1 2 3 4 5 Summe

Punktzahl: 10 8 10 10 12 50

Davon erreicht:

Einlesezeit: 15 Minuten
Bearbeitungszeit: 60 Minuten
Max. Punktezahl: 50 Punkte

Allgemeine Hinweise:
e Es sind keinerlei Hilfsmittel erlaubt.

e Benutzen Sie keinen Bleistift, sondern einen Kugelschreiber in der Farbe Schwarz oder
Blau.

Beschriften Sie jedes Blatt mit Vor- und Nachnamen sowie Matrikelnummer.

Falls in der Aufgabenstellung nicht explizit ausgeschlossen, so sind alle Ant-
worten zu begriinden! Antworten ohne Begriindung erhalten 0 Punkte.

Sétze aus der Vorlesung diirfen ohne Beweis verwendet werden.

Viel Erfolg!



Aufgabe 1: Modellieren mit Maximum Flow (10 Punkte)
Betrachten Sie die folgende Problemstellung.

Eine Universitdt hat m Rechenzentren R = {Rj, Ro, ..., R, }. Jedes Rechenzentrum R;
hat z; freie Zeitslots um Berechnungen fiir Forschungsprojekte durchzufiihren. Es gibt n For-
schungsgruppen Fi, Fs, ..., F,, die derzeit jeweils d1, ds, . . . , d;, Forschungsprojekte haben,
die jeweils einen Zeitslot auf einem Rechenzentrum benétigen. Jede Forschungsgruppe Fj
hat Zugriff auf eine Teilmenge A; C R aller Rechenzentren.

Wie sollten die Forschungsprojekte auf die Rechenzentren verteilt werden, sodass mog-
lichst viele Forschungsprojekte erfolgreich abgeschlossen werden kénnen und jede For-
schungsgruppe nur Rechenzentren zugeteilt bekommt, auf die sie auch Zugriff hat? Mo-
dellieren Sie dieses Problem als ein MAXIMUM FLOW-Problem, sodass die Anzahl der
Knoten und die Anzahl der Kanten im Flussnetzwerk polynomiell in n + m ist. Geben
Sie hierfiir die Knoten, Kanten und Kantenkapazitéaten IThres Flussnetzwerks an und be-
schreiben Sie, wie die Antwort bestimmt werden kann.



Aufgabe 2: Eigenschaften von Netzwerkfliissen (8 Punkte)
Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussage:
Gegeben seien ein gerichteter Graph G = (V| F), Kantenkapazititen c: E — {2,3,5,7}
und zwei Knoten s,t € V. Dann ist der grofitmogliche s-t-Fluss restfrei durch 2, 3,5 oder 7
teilbar.



Aufgabe 3: Lineares Programmieren (10 Punkte)
Geben Sie fiir das folgende Problem eine Formulierung als ganzzahliges lineares Programm
(ILP) an (ohne Begriindung).

Definieren Sie dazu die verwendeten Variablen, alle Nebenbedingungen sowie die Zielfunk-
tion und geben Sie an, ob diese minimiert oder maximiert wird.

DOMINATING SET

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) aus n Knoten und m Kanten.

Aufgabe: Finden Sie eine kleinstmdgliche Menge D von Knoten in G, sodass
jeder Knoten mindestens einen Nachbarn in D hat oder in D enthal-
ten ist (oder beides).

Vorschlag zur Notation: Die Nachbarschaft eines Knoten v wird haufig mit N (v) beschrie-
ben. Soll v selbst in der Nachbarschaft enthalten sein, so wird stattdessen N[v] geschrieben.



Aufgabe 4: Datenreduktion (10 Punkte)

Das NP-vollstandige 3-COLORING-Problem ist wie folgt definiert:

3-COLORING

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G.

Frage:  Konnen alle Knoten in G so mit drei Farben gefarbt werden, dass kei-
ne zwei Knoten mit der gleichen Farbe durch eine Kante verbunden
sind?

Nachfolgend sind einige (vermeintlich korrekte) Datenreduktionsregeln fiir 3-COLORING
angegeben. Eine Datenreduktionsregel fiir 3-COLORING ist korrekt, wenn der Eingabe-
graph G genau dann dreifarbar ist, wenn der Graph G’, der aus der Anwendung der
Datenreduktionsregel auf G resultiert, dreifarbar ist.

Welche der vorgeschlagenen Regeln sind korrekt? Begriinden Sie Thre Antworten.
(a) Gibt es in G einen Knoten v mit héchstens zwei Nachbarn, so 16sche v.

(b) Gibt es in G zwei Knoten u und v, die durch eine Kante verbunden sind und die
ansonsten genau die gleichen Nachbarn haben (d.h. N[u] = N|v]), so 16sche v.

(c) Gibt es in G zwei Knoten w und v, die nicht durch eine Kante verbunden sind und
die genau die gleichen Nachbarn haben (d.h. N(u) = N(v)), so 16sche v.

Erinnerung: Die offene Nachbarschaft N(v) eines Knoten v ist die Menge aller Nachbarn
von v (ohne v) und die geschlossene Nachbarschaft N[v] von v ist N(v) U {v}.

(4 P)



Aufgabe 5: Spezialfille NP-schwerer Probleme (12 Punkte)
Das NP-schwere Problem INDEPENDENT SET ist wie folgt definiert.

INDEPENDENT SET

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G und eine natiirliche Zahl k > 0.

Frage: Gibt es &k Knoten in GG, sodass keine Kante zwischen zwei dieser k
Knoten existiert?

Argumentieren Sie, wie die folgenden drei Varianten von INDEPENDENT SET in polyno-
mieller Zeit gelost werden koénnen.

a) Der Grap ist ein ,Clustergraph®, d.h. jede Zusammenhangskomponente ist eine
Der Graph G ist ein ,Clust h“, d.h. jede Z h k te ist ei
Clique.

(b) Jeder Knoten ist mit allen bis auf maximal drei andere durch eine Kante verbunden,
d.h. der minimale Knotengrad in G ist mindestens n — 4, wobei n die Anzahl der
Knoten in G ist.

(¢) Jede Zusammenhangskomponente besteht aus maximal 13 Knoten.

Hinweise: Eine Clique ist ein Graph, in dem alle Knoten paarweise durch eine Kante
verbunden sind.

Eine Zusammenhangskomponente besteht aus einem Knoten v, allen Knoten, die von v
aus iiber Pfade erreicht werden kénnen und allen Kanten in G zwischen diesen Knoten. Die
Zusammenhangskomponenten eines Graphen konnen allesamt in O(n+m) Zeit berechnet
werden.

Uberlegen Sie sich, wie viele Zusammenhangskomponenten es in einem Graph hochstens
geben kann.



