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Neben einem handbeschriebenen A4 Blatt mit Notizen ist nur die Laplacetabel-
le zugelassen. Taschenrechner und Formelsammlungen sind nicht zugelassen. Die
Losungen sind in Reinschrift auf A4 Blattern abzugeben. Mit Bleistift geschrie-
bene Klausuren kénnen nicht gewertet werden.

Dieser Teil der Klausur umfasst die Rechenaufgaben. Geben Sie immer den
vollstindigen Rechenweg an.

Die Bearbeitungszeit betréigt eine Stunde.

Die Gesamtklausur ist mit 40 von 80 Punkten bestanden, wenn in jedem der
beiden Teile der Klausur mindestens 12 von 40 Punkten erreicht werden.

Korrektur




1. Aufgabe 10 Punkte

Ein kausales LTI-System antwortet auf dem Signal f(¢) mit einer Funktion y(t),
die folgendes AWP 16st

y'(t) =20/ (t) + Ty(t) = f (1),
y(0) =y (0) =0

Was sind die entsprechenden Ubertragungsfunktion und Impulsantwort?

Fiir Y(s) = L[y](s) und F(s) = L[f](s) gilt
sY (s) — 2sY(s) + 7Y (s) = F(s),
so daB die Ubertragungsfunktion U(s) gegeben ist durch

1
2—-25+7 (s—1)2+6

U(s) =
Die entsprechende Impulsantwort u(¢) ist dann

u(t) = e—t sin(v/6t)

V6
(siehe Tabelle).
2. Aufgabe 10 Punkte
Losen Sie das Anfangswertproblem
Y1 =1+ 2y

Yy = Sy + 4ye
y1(0) = 0,42(0) = %
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also dann Y>(s) = (5) Yi(s) und

Dazu findet man

1 1
Y p— p—
)= T 5 =6~ o5 — e
also 5 - ]
y1(t) = = Sinh(;)e% = ?(e& —e),
und dann

() = £ WD)~ (1)) = = (5% 4+ 207) = e e



3. Aufgabe 10 Punkte

Berechnen Sie eine Reihendarstellung fiir das folgende Rand-Anfangswertproblem:

%:% ,(1’6[0,2],2520)
u(x =0;t) =u(x =2;t) =0 , YVt > 0 (Randbedingungen)
w(z;t=0) = f(z), 2(z;t =0)=0 ,Va € [0;2] (Anfangsbedingungen),
wobei
x, x € [0;1]
Mit einem Separationsansatz erhélt man hier:
X”(:L‘) B T”(Zf) N
X(@) T@) 7

also dann, mit A = —w?:

X,(z) = A, coswx + B, sinwz, T,(t) = C, coswt + D, sin wt.

Hier sind die Grundfrequenzen derart w = wy = %’T (dies entspricht eine nicht-
triviale Erfiilllung der Randbedingungen), und fiir jede £ > 1 hat man dann
Produktlésungen der Form X (z)Tx(t) = ax cos(5°t) sin(5rx) (hiermit ist auch
die Anfangsbedingung 2%(z; ¢ = 0) = 0 erfiillt).

Nun mufl man schliellich diese Produktlosungen iiberlagern, und das in solcher
Weise, dafi die Anfangsbedingung u(z;t = 0) = f(z) auch erfiillt wird. Diese
Uberlagerung ist eine Reihe derart

und die a; Koeffizienten werden jetzt eindeutig determiniert indem man ¢ = 0
setzt, so daB > ;2 axsin(*Fz) = f(z). Die gesuchte Koeffizienten lassen sich
also 1dent1ﬁz1eren als Founerkoefﬁmenten von der Sinus-Reihe einer ungeraden
Fortsetzung f : [—2;2] — R von f. Also haben wir jetzt

= %/2 f(z) sin(k%rm)dx :/0 f(x) sin(kgm)dx

Mit einer Wechsel von Variablen y = (2 — x) stellt man fest, da8

2 kf 1 ]{7 d k d
/ (2—x) sin(—=z)dz = / ySin(——ﬂ-y—k’W)dy _ fo y51n ) Y, ungerade,
! 2 0 2 fo ySIH Ty)dy, k gerade.

Daraus folgt, daf3

ay, = / f(x) sin —a:)da: B 2f0 y sin(&x >y)dy,  k ungerade, _ (—1)%#, k ungerade,
0, k gerade, 0, k gerade,

die gesuchte Losung ist also



4. Aufgabe 10 Punkte

Losen Sie das Randwertproblem (Potentialgleichung auf einer Kreisscheibe):

Au(z,y) =0 fir r= /22 +9y% <1,

wobei: ugr(x = cos @,y = singp) = 1 + sin 2 + 2 cos 3.

: t e : ; 2 19 1 0%
Hinweise: der Laplaceoperator in Polarkoordinaten lautet 55 + 5~ + - 57

Denken Sie daran, dafl die gesuchte Losung u bei » = 0 beschréinkt bleibt.

Mit einem Separationsansatz u(r cos ¢, rsin @) = R(r)®(y) erhilt man hier:

) 1RG)_ -197()
R(r) ~ r R(r) r2 ®(p)’

oder noch

Vi) LR RO
o) R RM)

fiir eine gewisse Separationskonstante A. Fiir R heifit es dann

PRI(r) + rR() 4 AR() =0

also R(r) = C'-r® und X\ = —a?, fiir eine gewisse Potenz o > 0 (Lsungen derart
R(r) = D - r~® werden nicht in Betracht genommen, weil die gesuchte Losung
beschrénkt um r = 0 bleiben soll).

Setzt man A = —a? in der Gleichung fiir ®, so erhilt man

D(p) = a, cos(ap) + by sin(ayp).

Mit einer Superposition hat man dann

u(r cos p, rsinp) = Z (aq cos(ap) + by sin(ap)) re.

a>0
Setzt man r = 1 ein, so erhélt man
ag=by =1,a3 = 2,
und alle andere Koeffizienten verschwinden. Die gesuchte Losung ist also
u(r cos @, rsin ) = 1 + r?sin 2¢ + 213 cos 3¢,
oder zuriick in Kartesische Koordinaten:

u(z,y) = 1+ 2zy + 22° — 629°.



