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Neben einem handbeschriebenen A4 Blatt mit Notizen ist nur die Laplacetabel-
le zugelassen. Taschenrechner und Formelsammlungen sind nicht zugelassen. Die
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Die Bearbeitungszeit betréigt eine Stunde.

Die Gesamtklausur ist mit 40 von 80 Punkten bestanden, wenn in jedem der
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Korrektur




1. Aufgabe 10 Punkte

Losen Sie das Anfangswertproblem

vy =11 + 32
Yo = 4y1 + 2
y1(0) = 1,y2(0) = 0.

Mit Yi(s) = L[y1](s), Ya(s) = L[ys](s) hat man:

{sYl(s) — 1 =Yi(s) + 3Ya(s)
sYa(s) = 4Y1(s) + Ya(s)

Aus der 2. Gleichung kommt Y5(s) = -2:Y(s), und eine Verwendung dieser

s—1

Identitét in der 1. Gleichung liefert dann:
s(s—=1)Yi(s) — (s = 1)Yi(s) — 12Yi(s) = s — 1,

so daf3

Yi(s) = =
Ya(s) = oy

(s—1)2—12

Eine Riicktransformation ergibt schliellich:

y1(t) = e* cosh(2v/3t)
ys(t) = 2 sinh(2V/3t)



2. Aufgabe 10 Punkte

In einem elektrischen Netzwerk gentigen die Stromfunktionen i, (¢), io(¢) und i5(t):

(0) + (1) = u(t)
2i(t) + 4ga(t) —ia(t) =0,

wobei i3(t) = i1(t) + i2(t) und ¢o(t) = f(f io(T)d7. Das System ist bis zum Zeit-

punkt ¢ = 0 still (i1(t),42(t),i3(t) = 0), und die Spannung u wird zu diesem
Zeitpunkt als Eingangssignal gelegt.

Was ist dann die Impulsantwort fiir i5(¢), wenn diese Stromfunktion als Antwort

auf das Signal u(t) angesehen wird? Und was ist die entsprechende Ubertragungsfunktion?

Mit I(s) = L[i1](s), I2(s) = L[iz](s) und U(s) = L]u|(s) hat man

{311(3) + sLy(s) + I, (s) = U(s)
2]2(8) + %[2(8) — [1(8)

I
o

also: I1(s) = (2 + 2)I5(s) und

{(5 +1)(2+ g) +s| I(s) = U(s),

was schon zeigt, daB die Ubertragungsfunktion H(s) durch

H(s)

S
3824+ 6s+4

gegeben ist. Die Impulsantwort h(t) lésst sich dann identifizieren, indem man die
Ubertragungsfunktion H(s) Riicktransformiert; mit

sieht man, dafl



3. Aufgabe 10 Punkte

Berechnen Sie eine Reihendarstellung fiir das folgende Rand-Anfangswertproblem:

1624 = 2u ,(z€0,1],t>0)
w(x =0;t) =u(x =1;t) =0 , Vt > 0 (Randbedingungen)
u(z;t =0) =z — 22 , Vo € [0;1] (Anfangsbedingungen).

Mit einem Separationsansatz u(z;t) = X (x)7'(t) kommt:

X'a)  T(t)
"Xw "1 N

Die homogene Randbedingungen u(z = 0;t) = u(z = 1;t) = 0 zeigen, daB die
gesuchte X-Funktionen von der Art

X(z) = A(w) cos(wz) + B(w) sin(wx)

sind, wobei A(w) = 0 und w € {km;k € Z}. Also kommt, fiir jede ganze Zahl
k > 1, eine Grundfrequenz w; = km und entsprechenden X-Losungen von der
Form Xj(x) = Bysin(knx).

Dementsprechend hat man dann, fiir jede Grundfrequenz wy = km:
T, (1)
70

= —16k?72, also eine T-Losung von der Form

Tk(t) — Ck6—16k27r2t

Insgesamt haben wir also fiir jede Grundfrequenz eine Produktlosung von der

Gestalt aje 16+ sin(krx). Eine Uberlagerung von solcher Produktlésungen ist
dann
o 2.2
u(z;t) = Zake_lﬁk “tsin(knx),
k=1

und jetzt miissen wir nur noch die (ay)-Koeffizienten bestimmen damit:
u(z;0) = z(1 — z).
Einsetzen von ¢t = 0 in der obige Summe liefert also:

+oo
Zak sin(kmx) =x(1 —z), Vz€[0;1],
k=1

was schon zeigt, dal die (ay)-Koeffizienten sich als Fourier-Koeffizienten einer
ungeraden Funktion identifizieren lassen (némlich die ungerade Fortsetzung von
x+— 2(1 — x) auf dem Interval [—1;1]). Es kommt:

! fiir k d
a = 2/ (z — %) sin(knz)dr = {O’ HE e serade,
0

#, fiir £ ungerade.

Die gesuchte Losung ist also:

400 8

U<I, t) = Z meiwwuﬂ) T tsin((2l + 1)7T"E)
=0



4. Aufgabe 10 Punkte
Beniitzen Sie einen Ansatz wu(r cos ¢, rsin¢) = ;ffoo crfle® und Koeffizien-
tenvergleich, um das folgende Randwertproblem zu lsen:

Au(z,y) =0 fiir r = /22 + 92 < 1,
u(z,y) = ot +22%y*  fiirr = \/m - 1.

192
r2 92
und die Formel von Euler (e? = cos ¢ + ¢sin ¢) liefert schnell solche Identititen

wie (sin@)* = & cos4¢p — 1 cos 2 + 2.

Hinweise: der Laplaceoperator in Polarkoordinaten lautet g—; + %% +

Mit einer Umstellung in Polarkoordinaten stellt man fest, dafi die Reel- und
Imaginérteilen von r — rle!?, also r — r!cosl¢ und r — r'sinl¢, Losungen zur
Potentialgleichung Au = 0 liefern, fiir jede [ > 1.

Mit der Formel von Euler erhélt man

1 1 3
4—_ p— —
(cos ¢) —8cos4gb—|—2€os2gz5+8,

und es gilt auch:
2 42 L. .
2 cos” ¢psin® ¢ = 5(81n2¢>) = Z(l—cos4¢).
Insgesamt erhilt man also fir r = /22 + y?2 = 1:
4 2,2 4 2 42 1 1 5
x" 4 2z7y” = cos” ¢ + 2 cos” ¢ sin ¢:—§COS4¢+§COSZ¢+§,

was schon zeigt, dafl die gesuchte Losung
, r r? 5
u(rcos ¢, rsing) = —3 cos4d¢ + - cos 2¢ + 3

ist.



