Musterlosung Rechenteil — ITPDG, 21. Februar 2007
1. Aufgabe

Aus

—2 12—
(3=N?*2-X) =0

ergeben sich die Eigenwerte A\; = 2 und Ay = A3 = 3. 2 P.

0
Eigenraum zu \; = 2 ist span 0 ,
1
-1 1
Eigenraum zu Ay 3 = 3 ist span 01,12 . 3 P.
0

8 Punkte

Fiir jeden Eigenwert sind algebraische und geometrische Vielfachheit gleich. Da-

mit konnen wir drei linear unabhéngige Losungen schnell anschreiben:

-1
i(t) = e . pt)==e"] 0 | .
1
() =e*[2]. |3 P.




2. Aufgabe 12 Punkte

Bezeichnungen: I,,(s) = L[i,](s) fir n =1,2,3, U(s) = Llu|(s).
Anwenden der Laplace-Trafo auf das AWP liefert

20,(s) + glg(s) — U(s)

_§I2<S) + 2[3(8) + 28]3(8) =0

—11(s) + Ix(s) + I5(s) =0 |3 P.

Mit der Laplace-Trafo der Ableitung i5(¢) wird die Anfangsbedingung i3(0) = 0
korrekt beriicksichtigt. 1P

Auflésen des linearen Gleichungssystems nach I3 liefert | 4 P.

3
I3(s) = =——F=U(s).
() 2(s2 4+ 4s +6) (5)
Nachrichtlich: 2 2
s +s+3 ST+
ne) = e rmre ) RO e re

1P

Also hat man fiir die Ubertragungsfunktion: H(s) =

3
2(s24+4546)

Fiir die Impulsantwort A(t) braucht man das Urbild von H unter £. Riicktrans-
formation von H(s) ergibt mit s* +4s +6 = (s +2)* + 2

3
2((s+2)2+2)

= %L {%e_% sin (x/it)]

Fiir die Impulsantwort h(t) hat man also

H(s) =

h(t) = %e_zt sin (\/ﬁt) . |3 P




3. Aufgabe 10 Punkte

u =y, (0<z<7)
u(z,0) = =1 — 2 cos 2z,
u.(0,t) =
Uz (m, t) =

Ansatz: u(z,t) = X(2)T(), = X(2)T'(t) = 0X"(2)T(t) = 5 = X0

Die linke Seite ist nur von ¢ abhéingig, und die rechte nur von z, also sind die
beiden Seiten konstant (= —\). Das liefert die folgenden DGLn:

T'(t) = —-X\9T(t) = T = cie
X"(z) = -AX(z), X'(0)=X'(7) =0, |[2P.

a) A< 0: X(x)= eV 4c3e7V2 . Mit den gegebenen Randbedingungen
bekommen wir ¢ =c3 =0 = X =0. 1P

b) A=0: X(x) = oz + ¢y, X'(x) = co. Mit den gegebenen Randbedingun-
gen bekommen wir ¢ =0 = X(z)=c¢. |1P.

c) A\=k?>0: X(z) = cycoskx+tcgsinkr, X'(z) = —cok sin kx+csk cos kx,
X’(0)203/<::O (k?éO) - 03:0.

X'(m) = —coksinkr =0 (k#0) = cy=0o0der k =n, ne€ N,n > 0.
2 P.

Also haben wir zu jedem n € N eine Losung

—(3n)%t

up(z,t) = ae cosnzx,

und mit Superposition und aq := ¢q erhalten wir

u(x,t) = co + Z ane~ 3"t cosng = Z ane= Bt cosnz. |2 P.

n=1 n=0

Jetzt miissen wir die Koeffizienten a,, so wéhlen, dass diese Losung die Anfangs-
bedingung erfiillt:

—1—2cos2x = u(z,0) Zancosnz

Damit folgt
ap=-1, a=-2 und a, =0 firneN\{0,2}.

Mit diesen Koeffizienten bekommen wir die Losung des AWPs:

u(z,t) = —1 — 2% cos 22. | 2 P.




4. Aufgabe 10 Punkte

Die Laplace-Gleichung innerhalb der punktierten Kreisscheibe wird wegen

A () = (11 = 1) + 1 — P)rl1=%ei* — 0. |1 P.

von den Ansatzfunktionen rlel!? fiir jedes I € Z gelost. Der Ansatz lautet also

u(r cos p, rsinp) = Z crille |1 P.

l=—00

Damit bleibt nur noch die Anpassung an die vorgegebene Randfunktion. Es ist

y® 4 2%y = r3(sin® ¢ + 2 cos® psing). |2 P.

Die Koeffizienten ¢; sind so zu bestimmen, dass fiir r = 1

o
E e = sin® ¢ 4 2 cos® psin .
1=0

Wegen el'¢ = cos lp+i sin [ miissen wir die rechte Seite in die Form “cos ly, sin [”
bringen:

1
sin® p = 1(3 sin ¢ — sin 3¢p)
1

1
COS2QOSng0:Sin(,0—SiH3g0:ZSin(p—l—ZSin?)gO, 3 P.

also ist

=~ a1 2 2 1
Z e’ = 1(3 sin ¢ — sin 3p) + 1 sin ¢ + 1 sin 3y = 1(5 sin ¢ + sin 3p)
1=0

— c1=—2, =2 c_3:—é, c;:,:li aq=0firleZ\{-3,—-1,1,3}.

8i’
Der fiir u gemachte Ansatz fithrt dann auf

3

: 3 ~ - i Or .
u(rcosp, rsinp) = —2rfe ¥ Lye W’+$re“"+%r3e3w = — sin p+— sin 3.

3 P.

8i 8i 4 4

Nachrichtlich:
(@.1) 5 .32, Lo
ul(x = - — T _ = .
Y 1 Yy 2 Y 1 Yy




