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1. Aufgabe 10 Punkte

Charakteristisches Polynom:

Der Eigenwert 0 ist einfach, der Eigenwert 2 doppelt.

Finden eines Hauptvektors zum Eigenwert 0: Jeder Hauptvektor ist Ei-
genvektor aus dem Eigenraum

span 0

Finden von Hauptvektoren zum Eigenwert 2:

2

-2 1 2 hy

0 00 hy | =

0 10 hs

Es ist
2

-2 1 2 -2 1 2 -2 1 4 0 —4
0O 00l =10 00 0 0 =10 0 O
0 10 0 10 0 00 O

Diese Matrix hat Rang 1, der homogene Lésungsraum ist zweidimensional :

hy 1 0
he | € span 0f-11
hs 1 0

T
Alternative: Den Eigenvektor (1 0 1) kann man fast ablesen. Ein weiterer,

linear unabhéngiger Hauptvektor k& zum Eigenwert 2 16st das inhomogene GLS

-2 1 2 k1 1
0 00 k2| =10
0 10 ks 1

T
Es ergibt sich: ko = 1, k3 = ky, ki beliebig. Also ist z.B. <0 1 0) ein geeig-

neter Hauptvektor.



Hauptvektorlésungen:

1
nit) =10
0

-2 1 2 0 0
ga(t) =e* |1+t 0 0 0 = e +t{0
0 10 0 0
Allgemeine Losung
1 1 t
gty =Cio|+Ce® 0| +Cse™ [ 1], 1,0y, C3 € R
0 1 t



2. Aufgabe
Fiir Y(s) := Ly](s) folgt aus der DGL

(s*Y(s) —s5-1—0)+4Y(s) = le—zs

s
1
(s> +4)Y(s) =s+ ~e >
s
le™2 s
Y =
(s) s(s?+4) * s2+4
Partialbruchzerlegung:
1 . A BlS + B(]

s(s2+4) s s?24+4
1= A(s* +4) + (Bis + Boy)s
1= (A+ By)s® +sBy+4A

1 1
A:Z7 B0:07 BII_Z
L 1t s
s(s2+4) 4s 4s2+4
Es gilt
le2s 1 se 2 S
Y(S>_Z S _1824‘4_'_32_'_4
e—28
— = e L[(s) = L[(t — 2)ua(t)](5)
s o
Fri-°¢ Llcos 2t](s) = L[cos 2(t — 2)ua(t)](s)
s
e i —— 2
) L [cos 2] (s)

Somit hat man fiir y(¢)

y(t) = cos 2t + iuz(t) (1 —cos2(t —2))

10 Punkte



3. Aufgabe

Ansatz: u(z,t) = X (2)T'(t)

DGL: X"(2)T(t) — X(x)T"(t) = X (z)T(T)
Bedingungen: X (0) = X (7) = 0 und X (x)7"(0) = sin 2z
Division der DGL durch Produkt X (z)7'(t):

X'z) _T'(1)

Xt T
Separation: @ "
X" (x T'(t
X)) A=1+ a0

DGLn in X und T

X"(z) = AX(z) =0
T'(t)+ A+ 1)T(t) =0,

Fallunterscheidung fiir A:

12 Punkte

a) A>0: X(z) = eV + c5e7V™ . Mit den gegebenen Randbedingungen

cp=c=0 = X(z)=0.

b) A=0: X(x) = cox + ¢o. Mit den gegebenen Randbedingungen ¢y = ¢3 =

0 = X(z)=0.

) A<0: X(2) =cocosvV—Ar +czsiny—Az, X(0) =0 = ¢ =0.
X(27m) =czsiny/—-Ar =0 = ¢z =0o0der v—A=mn, n€N,n>0,dh.

A= —n?

Mit diesem A\ bekommen wir fiir T'(¢)
T(t) = cre~ (ML — Cle—(n2+1)t_
Zu jedem n € N, n > 0 eine Losung

e—(n2+1)t

un(z,t) = ay, sin nx,

und mit Superposition



Koeffizienten a,, aus Anfangsbedingung bestimmen:

ug(x,0) = z:(—(n2 + 1)a,)sinnz =sin2zx (0 <x <m).

n=1

1
az=-—¢ und a, =0 fir n € N\ {2}.

Die Losung des AWPs

—5t

1
u(z,t) = —g® sin 2.

4. Aufgabe 8 Punkte

a) Fiir die Randpunkte von Q gilt x = 0 oder x = 2 oder y = 0 oder y = 2.
Damit ist
0,

(0,y) = sin(0) sin(nwy) = 0,
U (2,0) = Sll’l(’ﬂlﬂ'l’) sin(0) = 0,
(2,y) = sin(

Unn (2, 2mm) sin(nmy)
Upn (2, 2) = Sll’l(’ﬂlﬂ'l’) sin(2nm) =

weil 0, 2mm und 2n7 Nullstellen des Sinus sind.

b) Die Losung u(x,y) wird als Superposition der u,,,(x,y) angeschrieben:

- Z Amnumn(r 90)

m,n=1

Dann ist

Au = Z Ay Ay, = —70° Z A (M + 10Uy
m,n=1 m,n=1
Die Poissongleichung (x) ergibt

—? Z Apn (m? + n?) sin(mmz) sin(nry)

m,n=1
= 2sin(37z) sin(4ny) + 3 sin(27x) sin(my)

und damit
2 3

A34 = _ma A2l = _Wa
Ay = 0 fiir (m,n) & {(2,1), (3,4)}.

Die Losung u(r, ¢) lautet also mit dem gemachten Ansatz

2
u(z,y) = T sin(37z) sin(4my) — % sin(2mx) sin(my).



