Musterlosung Rechenteil — ITPDG, 18. Februar 2009

1. Aufgabe

Umschreiben in Matrixform:

yll I -1 1 U1
y | = |1 -1 -1 Y2
yé 2 -2 0 Y3

Charakteristisches Polynom:

Die Eigenwerte sind -2,0,2 und alle einfach.

Finden des Eigenraums zum Eigenwert 0:

1 -1 1 U1 0
1 -1 -1 v | =10
2 =2 0 U3 0

Hingucken fithrt zum Eigenraum

span 1

Finden des Eigenraums zum Eigenwert —2:

Hingucken fiithrt zum Eigenraum

span 1

11 Punkte



Finden des Eigenraums zum Eigenwert 2:

-1 -1 1 (1 0
1 -3 —1 v | =10
2 =2 =2 U3 0

Hingucken fiihrt zum Eigenraum

1
span 0
1
Damit haben wir allgemein
() 1 1 0
p | =Ci|1|+ Coe®™ [0 +Cse ™ | 1|, 1,0y, C3 € R
Ys 0 1 1
An der Stelle z = 0 gilt also
2 C1 + Oy
0ol =1¢C + 03
0 Cy + Cs
und damit C7 = Cy =1 und C5 = —1.
Die Losungen lauten also
yi(z) =1+ e*, Yo(z) =1 —e 2, y3(z) = e* — e 2.
2. Aufgabe 9 Punkte
Fiir Y(s) := Ly](s) folgt aus der DGL
1
Y(s)—s-1-1 Y(s)—1) —2Y(s) =12 -
(s°Y(s) —s )+ (sY(s) = 1) (s) S 3¢
12e¢7°
24+ 5—2)Y(s) —s5—2=
(s°+s5—2)Y(s)—s p——
12e7° s+ 2

B (32+5—2)(5+3)+52+5—2



Partialbruchzerlegung:

1 B 1 A B C
(s24+5—2)(s+3) (s—1)(s+2)(s+3) s—1 s+2 s+3
1 1 1
mit Zuhaltemethode: A=—, B=—-—- (C=-
12 3 4
1 _1r 111
(s—1)(s+2)(s+3) 12s—1 3s+2 4s5+3

und
s+2 1
(s—1(s+2) s—1
Es gilt
1 4 3 1
Y —e 5 _
(s)=e (s—l S+2+S+3>+8_1
y(t) = uqi(t) [et_l — 4e2(-1) 4 36—3(1:—1)] Lot
3. Aufgabe 11 Punkte

Ansatz: u(z,t) = X (x)T(¢)

DGL: 4X" (2)T(t) — X ()T'(t) = 0

Bedingungen: X (0) = X (27) = 0 und X (z)7'(0) = sin 3z

Division der DGL durch Produkt X (z)7'(t) und Separation:
X'(x) T'(t) X"(x) ')
4 — - — A=
X@) T T X@ T ar

DGLn in X und T

Die Losung fiir 1" lautet:

Fallunterscheidung fiir A:

a) A>0: X(z)= coe¥ 4+ c1e™VA Dann: cp+ ¢ =0 = ¢, = —cp. Also
X (27) = 2¢psinh 27V A = ¢y =0 = X (z) = 0. Widerspruch.

b) A =0: X(z) = cox + ¢;. Dann: ¢ = 0,2m¢g = 0 = X(x) = 0.
Widerspruch.
c) A<0: X(2) =cocosvV—=Ax + cgsiny—Az, X(0) =0 = ¢, = 0.

X(27m) = c3sin21y/—-A =0 = cz3=0oder v-A=5 =% neNn>
0, dh. A= -2



Mit diesem A\ bekommen wir fiir 7'(t)

Zu jedem n € N, n > 0 gibt es eine Losung

Up(z,t) = e " 'sin (gx> :

Superposition dieser Losungen, um Anfangsauslenkung einzuarbeiten:
= n
,0) = n‘(—>=2‘3 0 <z <2m).
u(z,0) ;a sin 52 sin3z (0 <z <2m)

Somit
ag = 2 und a, = 0 fiir n # 6.

Die Losung des RWP lautet

u(z,t) = 2e*%" sin 3.

4. Aufgabe 8 Punkte
Die Superposition der fiinf Funktionen ist
u(z,y) = A+ Bx + Cy + D(2* — y*) + Exy,

wobei die Konstanten A, B, C', D und E durch die Randbedingungen bestimmt
werden:

u(0,y) = A+ Cy—Dy? = —> = A=0, C=0, D=1,
u(x,O):Bx+Dx2£x2 — B=0, D=1,

auf der Hypotenuse von D :
u(z,1—2)=A+Br+C(1—2)+ D(z* — (1 —2)*) + Ex(1 — 2)

=2 —1+Fx(l—2)=—F®+(E+2z—1=2"—1 = E=-2.

Damit ist
u(z,y) = 2* —y* — 2xy



