Musterlosung Rechenteil — ITPDG, 07. Oktober 2009

1. Aufgabe 9 Punkte

Ermittlung der Losung durch Trennung der Verdnderlichen fiir Stellen z mit

y(x) #0 /
vy _
1+9y2
arctany = —2% + C CeR

y = tan(—z* + O) CeR

—2x

y(0) = 0 fithrt zu
0 = tan(C) CeR

Mit C =0 findet man eine Losung
y = tan(—z?) = — tanz?,

die nach dem EES auch die einzige ist.
Der Definitionsbereich wird durch die Polstellen von tan bestimmt:

s 2 T
<’ <]

ogyx|<\/§
e Vil

Der maximale Definitionsbereich der Losung ist gleich | — /%, \/Z[.



2. Aufgabe 11 Punkte

Aus

1 I 1-2A
(2—=XA?1—=XN)—(1-X)=0
(2= N2 =1)(1 =X =0
(A2 —4X+3)(1=X) =0
A=DA=3)(1=X) =0
A=1*(A=3)=0

ergeben sich die Eigenwerte A\ = Ay = 1 und A3 = 3.

1 0
Eigenraum zu A\, o = 1 ist span —11,10
0 1

1
Eigenraum zu A3 = 3 ist span 1 ,
1

Fiir jeden Eigenwert sind algebraische und geometrische Vielfachheit gleich.

Damit konnen wir drei linear unabhéngige Losungen schnell anschreiben:

1 0
gl (t) - et —1 ) g?(t) = et 01,
0) 1
1
J(t) = e [ 1
1
Die allgemeine Losung lautet dann
1 0 1

g(t) = C’let 11+ Cget ol + C3€3t 1
0) 1 |



3. Aufgabe 9 Punkte
Mit X (s) := L[x](s) ergibt sich im Laplace-Bereich
$?X +4sX —5X = 6e*

Daraus folgt
Ge™*
s2+4s—5
B Ge™*
C(s+5)(s—1)
Partialbruchzerlegung (mit Zuhaltemethode)

X(s) =

m:%(—siﬁsil)‘

Riicktransformation:

6 1 1
G- ¢ (8+5+s—1>
—eo 5L [_ —5t_’_et}( )
|: ( —5t1_|_et 1):|

Also lautet die Losung

4. Aufgabe 11 Punkte

a) Ansatz: u(z,t) = X (z)T'(t)
DGL: X"(2)T(t) — X (z)T"(t) + 2X ()T (t) =
Division der DGL durch Produkt X (z)T'(¢) nd Separation:
X"(x) T'(t)

T X'@) T
X)) T ° X T

DGLn in X und T

X"(z) = AX(z) =0,
T'(t) — (A +2)AT(t) = 0.

Die Losung fiir T' lautet:

T(t) = T(0)e*21,



Die Randbedingung ist eine Bedingung fiir X (x):

. Entweder ist 7" die Nullfunktion (und damit u(x,t) = 0), oder es folgt
X(0) = X(m) =0.

Fallunterscheidung fiir A:
(a) A>0: X(z) = coeV*+cre~ V. Randbedingung ergibt ¢y = ¢; = 0,
also X (x) =0, also u(z,t) = 0.

(b) A =0: X(z) = cox + c3. Randbedingung ergibt c; = ¢3 = 0, also
X(x) =0, also u(x,t) = 0.

() A<0: X() = cycos vV—Ax + c5sin v/ —=\z.
Randbedingung ergibt ¢4 = 0.
s # 0 nur moglich, wenn sin /= = 0,
wenn es also ein n € N, n > 0, gibt mit A\ = —n?.
Dann ist T'(t) = T(0)e")",

Die nicht-verschwindenden Losungen von der Form X ()7'(t) mit X (0) = X (7) =0
sind die Funktionen u, (x,t) mit

Up(z,t) == Cne@_"2)t sinnr, C,€C, neNn>0

Zur Erfillung der Bedingung u(z,0) = sin 2z fiir die Anfangsauslenkung
muss fiir u(z,t) eine Superposition der u,(z,t) angesetzt werden:

u(z,t) = Z up(z,t) = Z Ce® ) sinna.
n=1 n=1

Dann sind Zahlen C), zu finden, so dass

u(z,0) = Z Cy, sinnx = sin 2z

n=1

gilt. Daraus folgt
Co=1, Cy=0, keNk#2

und schliefllich

-2

u(x,t) = e *'sin 2z



