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1. Aufgabe 10 Punkte
Aus

0 0 —1-2\
— 0=(5-N1=X)(=1=X) —4(=1—=A\)(-1)
= (=1=2(6G-N1 =) +4)
=(-1-XN(\=6)1+09)
=(=1-X)(\—3)?

ergeben sich die Eigenwerte A\; = —1 und Ay = A3 = 3.
Eigenraum zum Eigenwert —1 ergibt sich als Raum der Losungen v € R? von
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2
ZU span -1
-1

Eigenraum zum Eigenwert 3 ergibt sich als Raum der Lésungen v € R3 von

2 4 8 0

-1 =2 —4|v=1]0

0O 0 -4 0
-2
Zu span 1
0

Dieser Eigenraum besitzt nur Dimension 1, folglich ist ein Hauptvektor A zum
Eigenwert 3 zu suchen:

2 4 8 —2
—-1 —2 —4|h=1]1
0o 0 -4 0
Es ist
-1 —2
h=|0o0|+c]l 1|, ceC



Damit konnen wir die allgemeine Losung anschreiben:

2 -2 —1 -2
gt)=Cre ™ | =1 | +Coe® | 1 | + Cse™ 0o |+t] 1 , (1,05, C5e€C
-1 0 0 0

2. Aufgabe 9 Punkte
Mit X (s) := L]x](s) ergibt sich im Laplace-Bereich

s°X +5X —6X =be
(s +5—6)X = 5e 2
Daraus folgt
5e—25

(s +5-0)

- 5e—25

C (s+3)(s—2)
Partialbruchzerlegung (mit Zuhaltemethode)

X(s) =

5 I
(s+3)(s—2) s+3 s5—2

und Riicktransformation:

e~ ?
(s+3)(s—2 ( s+3 3—2)
“L[- e*] (s)
[ —e 372 4 2072 ()

w(t) = u2< ) ( 3¢-2) +e2<“>>



3. Aufgabe 9 Punkte
Mit U(k,t) := Flu(., t)|(k) = [~ u(z, t)e ™ dx ist
1.2
U (k,t) = —EU(k‘,t)
U(k,0) = Fle ™/ (k) = V2mre ¥/
Allgemeine Losung der gewohnlichen DGL in U bzgl. der Variablen ¢

2 2
U(k,t) = V2me e Tt = \/2me T

Riicktrafo mit der Umkehrformel:

Es ist also

2 2
(2.1) 1 1 ( - ) 1 [ T }
u(zx,t) = exp |—= | — = ———exp|—|.
N AW, Virl P2+
Probe:
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Upz (2, t) = u(z,t) [m - m]
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4. Aufgabe 12 Punkte

Ansatz: u(z,t) = X (x)T(¢)
DGL: X"(2)T(t) = X (2)T'(t) + X (2)T(t) = 0
Fiir u(z,t) # 0 ist Division der DGL durch Produkt X (z)7'(t) und Separation
statthaft:

X"(x) T'(t)

X 1) VT X)) 70

DGLn in X und T:

X"(z) — AX(z) =0,
T'(t) — (L+NT(t) =0.



Die Randbedingung ist eine Bedingung fiir X (x):

Es folgt X'(0) = X'(7) = 0.

Fallunterscheidung fiir A:

a) A > 0: X(z) = eV + creV™. Damit X'(z) = Acge¥ ™ — Aeye VAT,
Randbedingungen ergeben ¢y = ¢; und ¢ = 0, also X(z) = 0, also
u(z,t) = 0. Widerspruch.

b) A=0: X(z) = cor + ¢3. Damit X'(z) = ¢ Randbedingungen ergeben
nur ¢ = 0. ¢3 bleibt offen. Es ist hier X (z) = ¢3 = ¢3- 1, ¢3 € R mit der
konstanten Funktion 1.

c) A<0: X(z) = cqco8vV—=Ax + c5sinv/—\r.
Dann X'(z) = v—A(—cysin v/=Az + ¢5 cos vV —Ar)
Randbedingung ergibt c5 = 0.
¢4 # 0 und damit u(x,t) # 0 nur moglich, wenn sin /=7 = 0,
wenn es also ein n € N, n > 0, gibt mit A = —n?.  Dann ist X(z) =

€4 COSV — AT
Dann ist T'(t) = T(0)e "),

Man hat als nicht-verschwindende Losungen mit u,(0,t) = wu,(m,t) = 0 die
Funktionen 1 (aus dem Fall A = 0) und w,(z,t) mit

n?-1)

Up (2, 1) == e tcosnz, C,€C, neNn>0

Zur Erfiillung von u(z, 0) = cos x+2 cos 3x Superposition von 1 und der u,(z,t):

u(zx,t) = CO'1+Z Up(z,t) = CO-H—Z Cne_("Q_l)t cosnr, C,eC, neéeN,.
n=1 n=1

Zahlen C,, aufsuchen mit

u(z,0) = C’O—i—ZCncosnx = cosz + 2cos3x

n=1

Es folgt
Ci=1, (C5=2, Cy=0, keN, k¢g({1,63}.

Somit ist eine Losung des RWP

u(z,t) = cosw + 2e~ % cos 3w



