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1. Aufgabe 12 Punkte

a) Die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix berechnen sich zu

det(6__1/\ 2fA):(6—A)(2—A)+4:A2—8A+16

Aijp =4+ V16— 16 = 4

Man findet einen Eigenvektor aus det(A — X\ )@, = 0:

2 410 L =
<_1 _20) = z.B. vl—(

Dazu berechnet man einen Hauptvektor aus det(A — AUy = ¥;:

2 4|2 L ([ -1
(_1 _9 1) = z.B. v2—< 0)

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist damit:

Fh(t) = eyt ( - ) + cac (< r ) ”( K >>

alternativ: Hauptvektor aus der Bedingung det(A — \I)?7, = 0:
2 4\° (00
-1 -2 - \0 0
0 00 . (1
<000) = z.B. vg—(l)

Damit findet man als 2. Fundamentallosung;:

o= (1) (3 5) ()= ((1)+(3))

il N}




b) Partikuldre Losung Z,(t) durch Variation der Konstanten

w20 = a0 (5 )+ (T

e

Einsetzen in die DGI liefert die Bestimmungsgl. fiir die Konstanten:
W@(@):w
C2
—2et (=1 —2t)ett &1\ [ —25e”!
et tett ¢y ) 0
-2 —1-2t 1) [ —25e7% Y\ 42 2. Zeile
1 t ey ) 0
0 —1 ¢ —25e ™%t
1t Co 0
1. Zeile: ¢, =25 = cy(t) = —be ' + ky
2. Zeile: ¢ = —25te™ = ¢(t) =5te e + Ky

Zy(t) = (5t +1)e et ( _? ) — He ottt ( -1 t_ 2t )
B —10t — 245+ 10¢ ot 3 ot
N ot +1— 5t 1
Allgemeine Losung des inhomogenen DGI-Systems:

w0 =t (73 ) e () () (T

2. Aufgabe 9 Punkte

~—

a) Exponential-Ansatz y(x) = e fiir die homogene Losung liefert
NHA=2)=0 = MN=1, N=-2 = yp(z) = Cre” + Che™
Ansatz der rechten Seite fiir eine partikulére Losung:

Es liegt keine Resonanz vor = Ansatz:

yp(r) = Asinz + Bcosx
y,(r) = Acosz — Bsinx

y,(r) = —Asinz — Bcosx .
Einsetzen in die DGI liefert:
—Asinx — Becosx + Acosx — Bsinx — 2Asinx — 2B cosx = 20sinx
Koeffizientenvergleich liefert:
—3A—-B =20, —3B+A=0
= B=-2, A=-6
Man erhélt die allgemeine inhomogene Losung

y(r) = Cre* + Che > — 6sinz — 2cos



b) i) Es liegt Resonanz mit einer einfachen Nullstelle vor.
yp(r) =z (A2* + Bx + C) €

ii) Es liegt keine Resonanz vor.
yp(r) =€ (Acosx + Bsinz)

iii) Es liegt keine Resonanz vor.

yp(z) = Ae™™

3. Aufgabe

Bezeichnung;:

Die rechte Seite der DGl ist b(t) = 4uy(t).

Laplace-Transformation der DGI ergibt:

4
$2X +2sX =e 5= .
s

4
= X=e°
s2(s+2)
Partialbruchzerlegung ergibt:
4 A+ B N C  (A4+0)s*+(2A+B)s+2B -1
s2(s+2) s 2 s+2 s2(s+2) s

also

-1 2 1
X = e’ —+ —eL[—14 2+
e (S+82+8+2) e L[-1+2t+e ] (s)

= Lfu(t)(-14+2(t—1)+ e_z(t_l))] (s)

Riicktransformation liefert die gesuchte Losung:

2(t) = wi(t) (=1+2(t—1)+e27)

4. Aufgabe

a) Einsetzen des Separationsansatzes in die DGI liefert:

j% X
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8 Punkte
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11 Punkte



Periodisch in x sind die Losungen nur fiir A > 0.

Im Fall A > 0 findet man:
T(t) = AeVM 4 BemVM
X(x) = Ccos <\/Xx> + Dsin (\/X:zr) .

Im Fall A = 0 findet man:

T(t)=A+ Bt
X(z)=C+ Dx .

Periodisch in 2 ist die Losung nur fiir D = 0.

Im Fall A = 0 erfiillt nur die triviale Losung die Randbedingung.
Im Fall A > 0 gilt:

u(0,t) =u(l,t) =0 = X(0) = X(1)
X (0) = C cos (\/XO) + Dsin <\/X0) C=

X(1) = Dsin <\/X1) -
Entweder ist D = 0 (triviale Losung) oder
Vi=kr, keZ.
Als Losung erhélt man:

u(z,t) = sin (krz) (Aek“t + Be‘k”t> .

Die Randbedingung erfordert A = 0, also
u(z,t) = sin (kmx) (Be_k”t> :

Die allgemeine Losung lautet:
t) = Z By sin (kmz) e *t

Die Anfangsbedingung

u(x,0) = 2sin (37x) + 3sin (47x) Z g sin (k)

wird erfiillt, falls
Bg =2 und B4 =3 5
also:

u(z,t) = 2sin (37z) e *™ + 3sin (4rx) e 4™ .



