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1. Aufgabe 6 Punkte

a) Die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix berechnen sich zu

2—-X 1 0
det I 2-X 0 =(2=2)=1)1 =X =((\)=4r+3)(1=21)
0 0 1-—2A
)\1 - )\2 - 1 y )\3 - 3
Zum doppelten Eigenwert A = 1 findet man 2 linear unabhéngige Eigenvektoren:
Aus det(A — A\ 1) = 0 folgt
110
det(A—1N7=[ 1 1 0 |9=0=> ovl+v?=0,
000

was z.B. erfiillt wird von

1 1
0= -1 und vy = | -1
0

-1 1 0
det(A — 31)v3 = 1 -1 0 i3 =10
0 -2
=
—vs +vs =0 (1)
—208 =0 (2)
=
1
vg=1[ 1



Die allgemeine Losung ist damit:

1 1 1
Ft)=cie' | =1 | +ce’ | =1 | +eze® | 1
0 1 0

b) Die Konstanten werden aus dem Anfangswert berechnet:
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—cp—Cteg=1

Cy = 1
mit der Losung
c1 = 1
Cy = 1
C3 = 1.
Die Losung des AWP’s lautet:
1 1 1
t)=¢€[ — +et| -1 | +e¥| 1
0 1 0
2. Aufgabe 12 Punkte

Zunéchst wird die Losung der homogenen Gleichung bestimmt. Die charakteristische Glei-
chung liefert

PA)=N+2\+a=0

mit der Losung
)\172:—1:|:\/1—O./
a) a=—3:

)\1’2:—11\/14— :—].ZEQ

liefert die Eigenwerte

und damit die homogene Losung

yn(t) = Cre " + Cye' .



Die partikulére Losung kann man durch Ansatz vom Typ der rechten Seite finden.
Es liegt Resonanz vor mit der einfachen Nullstelle \; = 1. Daher

y,(t) = Ate' .
Einsetzen in die DGI liefert
A (et +e + tet) +2A (et + tet) — 3tAet = ¢
1
4Aet =t = A:Z’

d.h. die partikuldre Losung lautet
y,(t) = —te'
und die allgemeine Losung

1
yn(t) = Cre 3t + Coel + Ztet .

Aa=—-1%0,

also ein doppelter Eigenwert.

Die homogene Losung dazu ist
yn(t) = Cre ™t + Cyte™" .

Die partikuldre Losung kann man durch Ansatz vom Typ der rechten Seite finden.
Es liegt keine Resonanz vor. Daher

yp(t) = Ae' .

Einsetzen in die DG liefert

Aet +2Ae! + Ael = ¢!

1
= A=-
47

d.h. die partikuldre Losung lautet

und die allgemeine Losung

1
yn(t) = Cre" + Cote™ + Zet )

Mo=—-1+vVI-5=—142i.



Die homogene reelle Losung dazu ist
yn(t) = Cre " sin(2t) + Cyte " cos(2t) .

Die partikuldre Losung kann man durch Ansatz vom Typ der rechten Seite finden.
Es liegt keine Resonanz vor. Daher

yp(t) = Ae’ .

Einsetzen in die DG liefert
Ael + 2Ae! + 5Aet = €t

1
= A = -,
8
d.h. die partikuldre Losung lautet
1
t) = —e
yp( ) 86
und die allgemeine Losung

1
yn(t) = Cre™" sin(2t) + Cote™ cos(2t) + §€t :

3. Aufgabe 9 Punkte
Definiere Llu(t)](s) = U(s).

Laplace-Transformation der DGI ergibt:

Lli)(s) = sLlul(s) = u(0) ,
Lli)(s) = s*L[u](s) — su(0) — w(0) .
s*U(s) —3s —3+2sU(s) —2-3 —3U(s) = e %,
U(s)(s*>+25—3)=9+3s+e %,
U6 = ey

Als Nullstellen des Nenners findet man s; = —3, s = 1. Also

s?+25s—3=(s+3)(s—1),
3(3 + 5) =38

V) = 5596-0 G361

Partialbruchzerlegung des Nenners liefert

1 A N B
(s+3)(s—1) s—1 s+3
1 1
A:— B:——
- 1’ 1

1 1 1 1
(s+3)(s—1) 4s—1 4s+3’




Damit haben wir fiir die Laplace-Transformierte U:
3 e 3 1 1
U(S)_s—1+ 4 (s—l_s—|—3>

und Riicktransformation liefert

1 1
u(t) = 3¢’ + ZU3(t)(€t_3 — 303y = 3! Zug(t) (e P — 07 .

4. Aufgabe 13 Punkte

a) Einsetzen des Produktansatzes in die PDGI liefert
THX"(x) =Tt)X () + T(t) X (z)
und fiir T'(¢) X (z) # 0:

X"(x) _T(t)

— =111
X(z) T
Beide Seiten miissen konstant sein.
X"(x) (1)
=C —+1=C
X)) O T

Es muss C' < 0 sein, da Losungen, die periodisch in x sind, gesucht sind.
Fall I. C' =0, d.h.

X"(z)=0 = X(z)=azx+b.

Periodisch ist die Losung nur fir a = 0, X (x) = b.
Fall IT: C' < 0: Die Losung lautet
X(z) = Acos(vV—Cx) + Bsin(v—Cx)
T(t) = (Ot
u(z,t) = <A cos(vV—Cx) + Bsin(V—C’x)) et

b) Fall I Die 1. Randbedingung liefert b = 0, also X (z) = 0, d.h. nur die triviale
Losung.
Fall IT: Die 1. Randbedingung liefert

w0,6)=0 = X(0)=0=A
X(z) = Bsin(v—Cxz)

und die 2. RB



Fiir B = 0 wére u die triviale Losung. Deshalb kommt nur in Frage

2
= —C’g:mr
v—C=2n, =—4n*> neN

und damit als Losung
up(z,t) = By sin(2nz)e™" "V peN
Die allgemeine Losung ist die Superposition dieser Losungen

= Z B, sin(2nz)e 41t

neN
¢) Auswerten der Anfangsbedingung:
u(z,0) = 10sin(2x) + sin(6x) Z B, sin(2nx)
B,=10, B3=1, B,=0 fir n#1,3
und die Losung des Anfangs-Randwertproblems ist

u(z,t) = 10sin(2x)e™" + sin(6x)e "



