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Rechenteil

Aufgabe 1:
Bestimmen der Eigenwerte der Koeffizientenmatrix:

2\ -2 1
det(A—A)=det[ 0 —1-=X -1 | =@2=N((-1=-NB—=)\)+4)
0 4 3-2)

=2-N)(N\-22+1) .

mit den Losungen

Zu A\ = 2 findet man den Eigenvektor vy

0 -2 1
(A - )\1[)171 - 0 —3 —1 _)1 == O
0 4 1
1
= '171 - 0
0
Zu Ay = A3 = 1 findet man einen Eigenvektor
1 -2 1
(A=XD)p= 0 =2 —1 |¥,=0
0 4 2
—4
= U= -1
2

Da die algebraische Vielfachheit 2 und die geometrische Vielfachheit 1 ist, benotigt man
einen Hauptvektor w aus

(A - )\QI)IU - 172



Damit lautet die allgemeine Lésung

—

J(t) = CLeM' T, + Coe™'ty + Cae™ (0 + tih)

1 —4 -3 —4
=Ce® | 0 | +Chet | =1 | +Cse Lo+t -1
0 2 0 2

Aufgabe 2:
Laplace-Trafo der DGI und Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert:

Y (s) = s"y(0) — s9(0) — §j(0) = 2 (s*Y (s) — sy(0) — §(0)) — 3 (sY (s) — y(0))
=14

s*Y(s) +2 — 25°Y (s) — 3sY (s) = 14

Y(s) (s —2s* = 3s) =Y (s)s (s* — 25 — 3) =12

12
Y =
(s) s(s?2—2s—3)
Die Nullstellen des Nenners sind: s; = 0, s> — 25 — 3 = 59 = 3, 53 = —1.
Partialbruchzerlegung:
12 A n B n C
s(s—3)(s+1) s s—3 s+1
12
s=0: 12=-34 <& A:—Ez—él
12
=3 12=B-3-4 & B=—=1
i 12
12
s=—1 2=C-(-1)-(-1-3) <« C:Z:3
12 4 1 3

Y<S):3(s—3)(s—|—1) :_g+s—3+s—|—1

Laplace-Riicktrafo liefert die gesuchte Losung:

y(t) = —4+e* + 37" .

Aufgabe 3:



a) Einsetzen des Ansatzes u(z,t) = X(z)T(t) in die partielle DGL liefert

X (x)T(t) = xX'(2)T(t)
X' (x)  T(t)

= =)AeR
X@ 10 °
Die DGI fiir T'(t) hat periodische Losungen nur falls A < 0.
Fall 1: A=0
T(t) = Cy+ Cit
X(iL') = CQ
Fall 2: A <0

T(t) = C5cos (\/—_)\t> + Cysin (\/—_)\t> .

Die DGL fur X (z) wird integriert:

= InX(z)=Anzx+Cs
X(z) = Csz
u(z,t) = e <C7 coS (\/—_/\t> + Cy sin (\/—_/\t>>

>

Fall1: A=0
w(z,0)=C+0-D=C=0
wlx,m)=Dr=0 = D=0
und es bleibt nur die triviale Losung u(x,t) =0
Fall 2: A <0

u(z,0) = 2* (Crcos0 + Cgsin0) = 2’Cr =0 = Cr=0
u(z, ) = 2*Cysin <\/—>\7T>

Nichttriviale Losungen findet man nur fiir Cg # 0, d.h. v—A1 = nr , n € N,
A= —n?

Up(z,t) = Chz " sin(nt) , neN .

und durch Superposition

u(z,t) = Z Cpz~™ sin(nt) .

Auswerten der Randbedingung:
u(l,t) = Z:C'nl’"2 sin(nt) =sint 4+ 3sin(3t) =C =1, C53=3

Damit ist die Losung des Randanfangswertproblems

1 3
u(z,t) = - sint + e sin(3t) .



Verstandnisteil

Aufgabe 4:

a) e ¢ und ¢, sind Losungen:

w=p (e ) () =(1)

e 1 und 75 sind linear unabhéngig, denn
4t
wio=( 5 )
-2t

1 2 3
det W (t) :t_2t+t_2t:¥7é0 fir alle t > 0

b) Die DGL hat unendlich viele Losungen. Die Losung kann nicht eindeutig sein, so-
lange keine Anfangswerte vorgegeben sind.

c)
- 2
Yp =2t < 3 )
L, o» 170 1 2t? t 4t
Ayp+b‘¥(2 —1)(3t2)+<5t>_(6t) '
Die allgemeine Losung hat die Form
y(t) = C1gi(t) + Cata(t) + Yp(t)
—o BV ra(t) (%
S -2 2\t 3t?
Aufgabe 5:

Anwenden der Laplace-Transformation und Faltungssatz liefert:

E[/O sin(t — 7)y(7)dr](s) = Lsint * y(t)](s) = L]sint](s)Y (s) =
L[tsin(t)](s) = L[sint]'(s)

1 2s
1+ 52 (s) = (524 1)
2s
Y(s) =




Laplace-Riicktransformation liefert die gesuchte Losung

y(t) = 2cost .

Aufgabe 6:

(a) a) Falsch.
Wende die Laplace-Transformation auf die Gleichung an;

L[E*](s) = L[t" = t"](s) = L[E"](s) L[t")(s)
(2n)!  (n)! (n)!

g2n+1 o gn+1 gntl

Widerspruch!

b) Falsch.
Gegenbeispiele:

o f(t)=c, fi(t) = ¢

£1)(s) = = # L) =~ -
. ft) =t F(t)=1
£ = 5 # L0 = £l = () =5

c) Wahr.
Mit der Laplace-Transformation:

L{f = (g + h)(s) = L{f1(s)Llg + h](s) = L[f](s)L[g](s) + L[f](s)L[h](s) = L[f = g](s) + L[f = h](s)
und dem Satz von Lerch.

(Oder mit der Definition der Faltung)



