Technische Universitat Berlin
Fakultat 11
Institut fiir Mathematik WS 2013/2014

Integraltransformationen und partielle
Differentialgleichungen fiir Ingenieure
Losung Klausur April

Rechenteil
1. Aufgabe 10 Punkte

Laplace-Transformation der DGI ergibt (mit £ [y(t)] (s) =: Y(s))

v+ +3y=03(), y(0)=1, ¥(0)=-1
s%Y (5) — y(0)s — 4/ (0) + 4sY (s) — 4y(0) + 3Y (s) = e~
s?Y(s) —s+1+4sY(s) —4+3Y(s) = e
Y(s)(s* +45+3)—s—3=¢%
o3 s 13

Y =
(5) S2+4S+3+82+48+3
Partialbruchzerlegung:
1 B 1 A N B A(s+3)+ B(s+1)
s24+45+3  (s+1)(s+3) s+1 s+3  (s+1)(s+3)

= 1=A(s+3)+B(s+1)
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s==3: 1=B(-2) & B=—
s=—-1: 1=24 & A=

N 1 1 1
s24+4s+3 2s+1 2s
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Riicktransformation ergibt die gesuchte Losung

(1) = Jus(t)e " = Suglt)e 4 et
2. Aufgabe 13 Punkte
a)
Ugg T Uyy = —U,

Ansatz u(z,y) = X(x)Y (y) einsetzen in die DGI liefert fir X (x)Y (y) # 0

X'(@)Y (y) +Y"(y) X (z) = =X (2)Y (y)

W
X(x) Y(y)

d.h. die gew6hnlichen DGls:

=AeER,

X"(x) =2AX(x), Y'(y)=(-1-NY(y)

Losungen, die periodisch in x und nicht konstant sind, gibt es nur fiir A < 0. Die
Losung X (z) lautet dann

X (z) = Oy cos(vV—Az) + Cysin(v/—Az) .

Fiir Y (y) miissen Félle unterschieden werden:
FalI. -1 -A<0 & A>-1:

Y (y) = Cscos(VA+ 1y) + Cysin(VA + 1y) .

u(z,y) = (01 cos(v—Az) + Cy sin(\/—_/\x)) (03 cos(VA + 1y) + Oy sin(\/)\—Jrly)) .

FallIll: -1 —)A=0 & MA=-1:
Y(y) =Csy+ Cs .

u(z,y) = (C’l cos(vV=z) + Cs sin(\/—_)\x)> (Csy + Cs) .

FallIIll: =1 — XA >0 & A< -—1:

Y (y) = Cre¥ > 4 GeV

u(z,y) = <01 cos(v=\z) + Cy sin(\/—_)\x)> (C’wmy + Cge’my> :



b) Es bleiben nur die Losungen aus Fall I: A > —1,

u(z,y) = (01 cos(vV=Az) + Cy sin(\/—_)\x)) <C’3 cos(vVA + 1y) + Cy sin(\/)\——i—ly)) :

Ugg + Uyy = —U ,
w(0,y) =0, u@2my) =0, wu(z,0)=0.
Auswerten der Randbedingungen
u(0,y) =0, u2m,y)=0, wu(z,0)=0.
Es folgt X(0) =0, X(27)=0, Y(0)=0.

X(0) =0 = Cycos(v/=N0) + Cysin(v—X0) = C; = X(z) = Cysin(v/—=Xz) .

X(27) =0 = Cysin(vV—A2m) .
Nichttriviale Losungen gibt es fiir

V=1t =nm,neN,

()

= X(z)=0Cqy sin(%x) :
Wegen A\ > —1 bleibt nur n = 1, d.h.
!
X(x) =Cy s1n(§$) .
Auswerten der Randbedingung Y (0) = 0:
Y (0) = 0 = C5cos(0) + Cysin(0) = Cs

1\ 2
Y(y) = Casin(VA +1y) = Cysin(y | — <§) +1y)
Man findet also Losungen der Form

1 1\? 1 3
u(z,y) = Cy sin(§x)(]4 sin(4 [ — <§> + 1y) = Cs sin(ix)CZL sin(\/;y)

~ L 3
—C’sm(§x)sm( Zy)

3. Aufgabe 8 Punkte



2
t ) ist eine Losung:
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ist eine Losung:
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und Z4(t) sind linear unabhéngig, da
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det W (£) = det (£, (1)F4(t)) = det ( i ;2 ) 140 V0.

Damit bilden 7 () und #4(¢) ein Fundamentalsystem.



Verstaendnisteil

4. Aufgabe 8 Punkte
1 00
r=A¥, A=|0 3 1
0 0 3

Die Eigenwerte sind

(A—Xl)Z3 =1
-2 00 0
0 01 |Z3=1]1
0O 0O 0
0
= Iz3=10
1
Die allgemeine Losung lautet:
1 0 0 0
x(t) = cet | o | +eed| 1 | + e o |+t
0 0 1 0
5. Aufgabe 9 Punkte

y”+y’—2y:€t+t2



Erstansatz:
Y (t) = Ae' + B> + Ct + D .
Das charakteristische Polynom der homogenen DGI hat die Nullstellen
PA)=XN+X-2=0
1 1

= )\172:—§:|: £_1+2

)\1:1, )\2:—2

Wegen \; = 1 liegt bei e’ Resonanz mit einer einfachen Nullstelle vor. Daher lautet
der Ansatz

yp(t) = Ate' + Bt + Ct + D

y" + 2y = tcost
Erstansatz:
yp1(t) = (At + B)(cost + C'sint) .
Das charakteristische Polynom der homogenen DGI hat die Nullstellen

PA)=MN+22 =AXA+2)=0
= )\1:(), A= —2.

Keine Resonanz. Daher lautet der Ansatz

yp(t) = (At + B)(cost + C'sint)

vy =t
Erstansatz:
Y (t) = A* + Bt + C .
Das charakteristische Polynom der homogenen DGI hat die Nullstellen

PO =XN4+X=XA+1)=0
= )\1:)\2:0, )\3:—1

Wegen \; = Ay = 0 liegt Resonanz mit einer doppelten Nullstelle vor. Daher lautet
der Ansatz

y,(t) = *(At* + Bt + C)



6. Aufgabe 7 Punkte

Anwenden der Laplacetransformation und Faltungssatz liefert (mit L[y (¢)](s) =: Y(s) )

cost x (ty(t)) =t —sint

) 1 1
Llcost x (ty(t))](s) = Llcost](s)L[ty(t)](s) = L[t — sint|(s) = 7 11
S d 1 1
s+ 1 <_%Y(S)) T2 1+
d (s) = s+1 1 1
ds 5= 53 s s
1
Y(S) = @
Riicktransformation ergibt die gesuchte Losung
1
y(t) = 515
7. Aufgabe 6 Punkte

Es ist
92 + 12t +5= (3t +2)* +1

Mit dem Skalierungssatz folgt

F|geris) @ = [ @
=37 ) )

und mit dem Verschiebungssatz

2 lrart] () = 2 [ ()




