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Integraltransformationen und partielle
Differentialgleichungen fiir Ingenieure
Losung Klausur April

Rechenteil

1. Aufgabe 9 Punkte

Bestimmen der Eigenwerte der Koeffizientenmatrix:

PA)=det| 4 3-x -2 |[=
0 05—\
=G-XN((1=NB=XN=8=6-X)N-41=5)=0

mit den Losungen

)\1:—1 /\273:5.

Zu A\ = —1 findet man den Eigenvektor 3
—1 1
(A= M1ty = 4 4 -2 _)1:6 = U= -1
6 0

Zu A2 3 = 5 findet man einen Eigenvektor v3:

-4 2 -1 1
(A — Xl = 4 —2 -9 |th=0 = v=] 2
0 0 0 0

Zum doppelten Eigenwert benétigt man einen Hauptvektor, den man iterativ
bestimmen kann:

-4 2 -1

1
4 -2 -2 3= 2 = U3= 2 .
0 0 0 0 -1



Damit lautet die allgemeine Losung des DGI-Systems:

Z(t) = CLeMi] + Coe?'vh + Cse™t (03 + L)

1
— Cle_t 1 + 0265t 9 4 03€5t

0 0

2. Aufgabe

Der Ansatz fithrt auf
XT+X'T=0

und nach Trennung der Variablen

Damit erhélt man zwei gewtchnliche DGI’s:

T = —\T
T+ =0

Fall I: A # 0: Der Ansatz T'(t) = e** fithrt auf

o® 4+ =0
o = 0 y Qg = -
T(t) = Cy + Che™

und

X(x)

Damit hat man eine Losung der partiellen DGI:

u(z,t) = (C1 + Coe™) e .

Fall IT: A = 0:

T({t) =0

T(t) = Cy + Cyt
X(z)=D

u(z,t) = Cs + Cgt .

1
2
0

10 Punkte



3. Aufgabe 11 Punkte

y' =3y —dy=55(t-2), y(0)=1, y'(0)=-1.

Laplace-Transformation der DGI ergibt (mit £ [y(t)] (s) =: Y(s))
sV (s) — sy(0) — 3/'(0) — 3 (sY (s) — y(0)) — 4Y(s) = L[56(t — 2)](s)

s?Y(s) —s+1—3(sY(s) — 1) —4Y (s) = L[56(t — 2)](s)
V(s)(s?—3s—4) —s+1+3="5e2
Y(s) = s—4 Se 1 He==$

52—33—4+32—3s—4_s—|—1+(s—4)(s+1) '

Fiir den zweiten Bruch benétigt man eine Partialbruchzerlegung:
5 A B
G-+l s—4 s+1
= b=A(s+1)+ B(s—4)
s=4: 5=5A ©A=1
s=—-1: b=-5B & B=-1.

2 1 1
Yis) = s+1 (s 4 s+ )
= Lle7Y](s) +e % (E — e |(s))
Lle™(s) + s

Die gesuchte Losung lautet

Einsetzen liefert

[ ( ) (64(7& 2) 7t+2)}

y(t) = e+ uy(t) (64(t_2) — e‘”z) )

Verstaendnisteil

4. Aufgabe 10 Punkte

a) Die 'rechte Seite’ der DGI ¢ = e%y?

F(z,y) = ey’
ist stetig differenzierbar auf R?:
s
or Y
oF
— ="y .
dy c =y

Damit sind die Voraussetzungen des EES erfiillt, und das AWP ist
eindeutig losbar .



b) Die DGI ist separabel. Trennung der Variablen und Integration liefert:

Y _
2o
—=e"+C
)
1
ylr) = et 4+ O
Auswerten der Anfangsbedingung:
1
0 = = —-——
y(0) 00
C=-2
1

¢) Es muss e — 2 < 0 sein, also < In2 Der maximale Defiitionsbereich ist

also | — 0o, In 2].
5. Aufgabe 12 Punkte
a) falsch

Einsetzen der Summe in die DGI liefert
(21 +229)" = 3(x1 + 22) + 21 + 39 = ) + 25 — 37 — 32h + 11 + 19 = te’ + te = e |
erfiillt also nicht die DGI.

b) wahr
Einsetzen der Summe in die DGI liefert

22 (uy + Ug)ae + t(ur + )y = T Urae + tuyy + T Ugpy +tugy =0 +0=0.
Die Summe erfiillt also die DGI.

c) Falsch
Wenn t cost eine Losung ist, sind +¢ doppelte Nullstellen des
charakteristischen Polynoms. Damit enthélt das Fundamentalsystem
mindestens cost, sint, tcost und tsint. Die DGl muss mindestens 4.
Ordnung sein.

d) wahr
Einsetzen in die DGI liefert

2 1
—Esint+ §cost+ §sint = cost

cost = cost .

e) falsch
Entweder einsetzen und nachrechnen oder:
Die homogene DGI hat das charakteristische Polynom P(\) = A\ =2\ +1
mit der doppelten NS XA = 1. Es liegt also Resonanz mit einer doppelten
NS vor, und der Ansatz fiir die partikulire Losung muss lauten ct?e’.

4



f) wahr
Die Funktion f(t) = e ist gerade. Damit

fvwmn:/ff@ewﬁ:

= /00 e ! (cos(wt) — isin(wt)) dt = 2/ e~ cos(wt)dt =

00 0

= 2/000 e M cos(—wt)dt = F[f(t)](~w) .

6. Aufgabe 8 Punkte

Anwenden der Laplacetransformation und Faltungssatz liefert (mit

Lly®)](s) =Y (s) )

2 () - 2(0) - Y9 5 =2 2
Y (s) (s—é) _é_s_];’)

Y(s) = = .
Ol B Py Rl
Riicktransformation ergibt die gesuchte Losung

y(t) =sint .



