Musterlosung

Integraltransformationen und Partielle Differentialgleichungen

29. Juli 2016

1. Aufgabe
Aus

3 1 —1-2)
— 0=(1-X)>*(-1=X) = (3(1—=X) —2(1-)))
= 0=1-X(1=XN(-1-X)+1)

— 0= (1- M\’

ergeben sich der einfache Eigenwert 1 und der doppelte Eigenwert 0.

Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist (sowieso) eindimensional:

00 —1 1
Kern 00 2 = span -3
3 1 =2 0

Der Eigenraum zum Eigenwert 0 ist eindimensional:

Kern 01 2 = span -2

9 Punkte



Beim Eigenwert 0 ist die algebraische Vielfachheit 2 grofler als die geometrische
Vielfachheit 1.

Folglich ist ein weiterer, linear unabhéngiger Hauptvektor A zum Eigenwert 1
zu suchen:

10 —1 1
01 2 |h=1]-=2
31 —1 1

Durch Anschauen der 3. Spalte findet man als eine inhomogene Losung:

Allgemein:

Die allgemeine Losung ist damit durch

1 1 0 1
g(t) - C(1et -3 + CQ -2 + C(3 0 +1 -2 ) Clv 027 C13 € R
0 1 —1 1

gegeben.



2. Aufgabe 9 Punkte

Mit X (s) := L][x](s) ergibt sich im Laplace-Bereich

1
(X —5—2)— (sX —1) —2X = 12e7% . —

s
12
(82—8—2)X—$—1:e_25.§
s+1 12
X = —2s
(82—8—2+e s%(s? — s —2)
Leichte Kiirzung:
s+1 s+1 1

2—s—2 (s+1)(s—2) s—2
Wir benutzen jetzt die angegebene PBZ:
12 12 3 6 4 1

$2(s2—s5—2) S2(s+1)(s—2) s s S+1+8—2.

Riicktransformation und Losung:
1 3 6 4 1
X — —2s 2
(8)=—5te (S 2 S+1+3_2)
=L [th + (1) (3 —6(t—2) — 4o~ (=2 4 e2(t72))} (s)

mit Satz von Lerch

2(t) = e +uy(t) (3 — 6(t — 2) — de” 72 4 2(72)



3. Aufgabe 12 Punkte

a) Partielle DGL ergibt mit dem Produktansatz u(z,t) = X (2)T(t):
X"x)T(t) + X (x)T'(t) + 2t X (x)T(t) =0
Fiir u(z,t) # 0 ist Division der DGL durch Produkt X (x)7'(t) und Sepa-
ration statthaft:

X'(z)  T'(t) - »
X "1 TV T x) T ()

DGLn in X und 7~
X"(z) — AX(z) =0, T'(t) + (A +2t)T(t) = 0.
Aus der Randbedingung
u(0,t) = u(2m,t) =0

folgt die Aussage X (0) = X (27) = 0.
Fir die DGL X"(z) — AX(x) = 0 kann es nicht-konstante periodische
Losungen nur fiir A < 0 geben. Wir setzen /—A\ := p. Dann ist

X(x) = Cycos px + Cysinpx, Cp,Cy € R
X0)=Ci=0 = X(m)=Cysinpur =0
— (3 =0 oder sinur =0

Nicht-verschwindende Losungen X (x) gibt es fiir solche Werte von p, die
die Gleichung sin um = 0 erfiillen. x4 muss gleich einer natiirlichen Zahl n
mit n > 0 sein, also p = n. Damit ist A gleich einer der Zahlen A, mit

A= —n* mneN,n>0.

Die DGL
T(t)+(AN+20)T(t) =0
wird durch
T(t) = Ce ) CeR
gelost.

Fiir jede Wahl von n ergibt sich eine Losung 7T, fiir T’

T, (t) = o~ (Ant+t?) _ n’t—t

Fiir u(z,t) hat man also die Funktionen w,(x,t) mit n € N,n > 0:

n2t—t

up(z,t) =" sinnz.

gefunden.



b) Mit der Superposition
u(z,t) = Z A sinna
n=1
sind Koeffizienten A,, zu suchen mit

u(z,0) = Z A, sinnz = 5sin 3z + 2sin 4z,
n=1
also

A3:5, A4:2, An:0furn€N\{3,4},

Damit hat man fiir die gesuchte Losung

u(z,t) = 5% sin 3z + 2% gin 4z



4. Aufgabe 10 Punkte

a) Trennung der Verdnderlichen ergibt

dy -
/1+y2——/e dz

— arctany = —e" + C
— y = tan(—e* + C)

mit einer Konstanten C.

y(0) = 0 fithrt zu C' = 1; also
y(x) = tan(1 — €%).

Der maximale Definitionsbereich wird durch die Pole von tan bestimmt,
es muss gelten

b x s
—§<1—e <§

™ T s
STl "< I
gtl>e">—-3+1

— T € }—oo, ln(g—i—l)[.
(m/2 ~ 1,57; die reelle Exponentialfunktion ist stets positiv.)

b) Die implizite DGL nach 3’ auflésen:
y =—e"(1+y)
Den EES benutzen: Man setzt
F(z,y) = e"(1+y%)
F' hat die partiellen Ableitungen

oF ) oF
%—e(l—l—y) ay—2ey

Diese partiellen Ableitungen existieren in der gesamten Ebene R? und sind
dort stetig.

Alternativ: e® und 1 + y? sind auf R? stetig differenzierbar, so auch ihr
Produkt.

Der Anfangspunkt (0,0) liegt in dieser Ebene.
Damit hat nach dem EES das vorgegebene AWP genau eine Losung.



5. Aufgabe 10 Punkte

Das Integral lésst sich als Faltungsprodukt schreiben:
el % f(t) = te®

Man kann somit den Faltungssatz der Laplace-Transformation anwenden.

Laplace-Transformation der Gleichung ergibt mit F'(s) := L[f](s)

Somit ist
s—1

(s —2)
Mit s — 1 = (s — 2) + 1 ist die Partialbruchzerlegung schnell gefunden:

F(s) =

s—1  s—2+1 1 1

=27 (5-27 s—2 G-27

Es ist also

L[f](s) = LI(1+)e*](s).

Da f als stetig vorausgesetzt wurde, ergibt sich aus dem Satz von Lerch genau
f(t) = (1 +t)e™.

Dies ist die Losung der vorgelegten Faltungsgleichung.



6. Aufgabe 10 Punkte

a) Falsch.
Wenn A die Nullmatrix (9
die DGL z.B. durch g(t) = (

) ist, ist sie nicht invertierbar. Dennoch wird
J) gelost.
b) Wahr.

Die Funktionen 1 und e’ 1ésen die DGL: 1”7 — 1" = 0 und €' — e’ = 0.

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit wird der Wronski-Test an der
Stelle 0 durchgefiihrt:

t
det (1 et) = det (1 1) =1
0 e =0 01 1t=0

Die Wronski-Determinante ist von Null verschieden, damit sind die Funk-
tionen 1 und e’ auf R linear unabhiingig.

Somit bilden diese Funktionen in der Tat ein Fundamentalsystem fiir die
Losungen der vorgelegten DGL.

c) Falsch.
Bei dieser DGL liegt ein Resonanzfall vor: Mit p = 0, w = 1 ist u + iw eine
einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms A2 +1. Der angegebene
Ansatz ist nur der Erstansatz. Er muss noch mit x multipliziert werden.

d) Falsch.
Diese Laplace-Gleichung wird auch durch u(z,y) = x — y geldst, was sich
nicht in die Form X (z)Y (y) bringen lésst.

e) Falsch.

) Wegen der Betragsfunktion ist diese Funktion fiir ¢ = 0 nicht diffe-
renzierbar.

) Das Produkt dieser Funktion mit (1 + ¢)? ergibt eine Funktion, die
fiir t — oo unbeschrénkt wéchst.



