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1. Aufgabe 11 Punkte
Aus
-2 0 3
0 -\ 1 |=0
-1 2 =-2-A

= 0= (=N\)?(=2—X) — (6) —4))
= 0=\(-2-XA) -2\
= 0=-A2\+ )\ +2)
= 0=-\\+1)°

ergeben sich der doppelte Eigenwert —1 und der einfache Eigenwert 0.

Der Eigenraum zum Eigenwert 0 ist (sowieso) eindimensional:

0O 0 3 2
Kern 0O 0 1 = span 1
-1 2 =2 0

Der Eigenraum zum doppelten Eigenwert —1 ist nur eindimensional:

1 0 3 -3
Kern 0O 1 1
-1 2 -1 1

= span -1



Beim Eigenwert —2 ist die algebraische Vielfachheit 2 grofler als die geometrische
Vielfachheit 1.

Folglich ist ein weiterer, linear unabhéngiger Hauptvektor A zum Eigenwert 1
zu suchen:

1 0 3 -3
0 1 1 |h=]-1
-1 2 -1 1

Durch Anschauen der 3. Spalte findet man als eine inhomogene Losung:

0
h=1 o0
—1
Allgemein:
0 -3
ﬁ—a((o)+c(_1)], a,ceC
—1 1
In der Losung
2 -3 -3
gt)=Cy | 1| +Coe™ | =1 | +Cse”! 0|+t -1
0 1 —1 1

gty =gt)= 1| ++e’ 0o |+t| -1



2. Aufgabe 9 Punkte

Mit X (s) := L][x](s) ergibt sich im Laplace-Bereich

(82X —2) —4sX +3X =27
(s =45 +3)X —2=2e"%
2 20738

X =
82—4S+3+S2—4S+3

Nur eine PBZ notig:

2 2 1 1

52—48—1—3:(3—3)(5—1) s—3 s—1

Riicktransformation und Losung:

1 1 1 1
X — _ —3s o
(s) 5—3 s—1+e (3—3 3—1)

=L [e?’t —e' +us(t) (eB(t’?’) — et’g)] (s)

mit Satz von Lerch

x(t) = — e + us(t) (e3<t—3) — et_3) )



3. Aufgabe 10 Punkte

a) Partielle DGL ergibt mit dem Produktansatz u(z,t) = X (2)T(t):
" ! 9
X'T+XT —I—ZXT:O.

Fiir u(z,t) # 0 ist Division der DGL durch Produkt X (z)T'(¢) und Sepa-~
ration statthaft:

X// T/ 9 X// T/

e+t =0 LI Y

X 1T 17V T X T
DGLn in X und 7=

I
>
>~

|

|

|
1 ©

X" —AX =0, T’+(>\+Z>T—O.

Aus der Randbedingung
u(0,t) = u(2m,t) =0

folgt die Aussage X (0) = X (27) = 0.
Fiir die DGL X” — AX = 0 kann es nicht-konstante periodische Losungen
nur fiir A < 0 geben. Wir setzen /—\ := p. Dann ist

X(x) = Cycospx + Cysinpx, Cp,Cy € R
X(0)=C=0 = X(27) =Cysin2rpu=0
= (5 =0 oder sin2umr =0

Nicht-verschwindende Losungen X (x) gibt es fiir solche Werte von p, die
die Gleichung sin 27y = 0 erfiillen. g muss gleich einer positiven halbgan-
zen Zahl 3 mit n € N, n > 0 sein.

Damit ist A gleich einer der Zahlen A\, mit

2
)\n:—%, n € N;n>0.

Die lineare DGL

T’+()\+§)T:O

wird von
n2 —9 t

T(t) = Ce Ot = Ce™3

gelost, somit ergibt sich fiir jede Wahl von n die Losung 7;, mit

Fiir u(x,t) hat man also die Funktionen w,(z,t) mit n € N;n > 0:

2_
Up (2, 1) == e 7 Tsin gx

gefunden.



b) Mit der Superposition
> n279 n
u(x,t) = Aye 7 lsin—x
(w,1) ; 5
sind Koeffizienten A,, zu suchen mit

— 1 3
u(z,0) = Z A, sinnz = 4sin 3% + 5sin 2%

n=1

also

A1:4, A3:5, An:0furn€N\{1,3},

Damit hat man fiir die gesuchte Losung

1
u(z,t) = 4e % sin 2% + 5sin 2%



4. Aufgabe 10 Punkte

a)

Die implizite DGL nach 3/ auflosen:

/ x, 2

y =—¢cy
Den EES benutzen: Man setzt

Flo,y) =~y

F hat die partiellen Ableitungen

oF
or

OF
_eazy2 a_y — _2exy

Diese partiellen Ableitungen existieren in der gesamten Ebene R? und sind
dort stetig.

Alternativ: e* und y? sind auf R? stetig differenzierbar, so auch ihr Pro-
dukt.

Jeder Anfangspunkt (0, «) liegt in dieser Ebene.

Damit hat nach dem EES das vorgegebene AWP fiir jeden Wert von «
genau eine Losung.

Trennung der Verdnderlichen ergibt

d 1 1
—/y—zz/:/exda: = ;zex—i-C = y(m):ex—i—()’

mit einer Konstanten C.

y(0) = —1 bedeutet

L _ 1
1+Cc 7
was C' = —2 zur Folge hat.
Die Losung des AWPs ist somit durch
1
) = o—

gegeben.

Der Term fiir y(x) weist innerhalb der Grundmenge R eine Definitionsliicke
an der Stelle In2 auf. Der maximale Definitionsbereich ist | — oo, In 2].
Scharfes Hingucken zeigt y(z) = 0 mit = € R.

(Der Versuch, hier ein passendes C' zu finden, scheitert: Es gibt keinen
Wert fiir C, so dass y(x) = 0 gilt.)



5. Aufgabe 10 Punkte

a) Es gilt
F [e*2lt—3|] (w)=F [ef\2t76\] (w) = %]: [e*‘t*Gq (g)
—1 —6i5 -t (¥ _1 “3iw 2 B 4e 3w
_2e ]‘—[e }(2>—2€ 1+(%)2_4+w2.
b) Es gilt

o u? t2
g(t) = / e e T du=e M xe =

o0

Die Fouriertransformierte dieses Faltungsprodukts wird mit dem Faltungs-
satz berechnet.
Es ist

+2

T [e"t‘ . efﬁ} (@) = F [e ] () - Fle 7 )(w)

2 w2 V8 w2
= -\ 2me” 2 = i e 2.




6. Aufgabe 10 Punkte
a) Falsch.

a) Man konstruiert sich eine solche DGL, die von y;, aber nicht von y,
gelost wird: z.B. y® = 0.

B) Das charakteristische Polynom ist vom Grad 4.
Weil 2 eine Losung der DGL ist, hat das charakteristische Polynom
die Stelle 0 als mindestens dreifache Nullstelle.

Ist te! eine weitere Losung der DGL, so hat das charakteristische
Polynom die Stelle 1 als mindestens doppelte Nullstelle und ist dann
mindestens vom Grad 5. Widerspruch.

b) Falsch.
Mit ¢ = 1 + €' erfiillt die Funktion ¢ + ¢’ die inhomogene DGL nicht und
ist damit keine partikulédre Losung.

c) Falsch.
Es muss irgendwo ein Faktor 27 erscheinen. Genauer:
1 1
Fl(f#9)-hl(w) = - Flfxgl(w)*Fh](w) = 5= (FLf(w) Flg)(w)) #F[h] ().
d) Wabhr.
Mit
Ain . H<S) = Aout
findet man

S T
s+1 s+1  (s+1)¥

und damit ag, = te .

e) Wabhr.
Es ist 82 T 62 1
% — et S%ﬁ = —elsinx
d(e " si ~
O ing) _ gy 2 o etiing

ot ot
(e tsinz) O(e! sinx)
dx? ot '




