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1. Aufgabe 10 Punkte
Charakteristisches Polynom:
2—-X 0 -1
0 2-Xx 2[=2-N (=N (=32-N)+22-N)
3 1 =X

=2-X)(2-NN+3=-2)=2-X) (N> =2x+1)
=(2- N\ -1)?

Die Zahl 1 ist ein doppelter Eigenwert, die Zahl 2 ein einfacher Eigenwert.

Berechnung des Eigenraums zum Eigenwert 2:

—1 (%1 0 (%1 1
2 vo | =10 = || =v1 ]| -3
—2 V3 0 V3 0
Der Eigenraum zum Figenwert 2 ist
1
span -3
0
Er ist sowieso nur eindimensional.
Berechnung des Eigenraums zum Eigenwert 1:
—1 (%1 0 (%1 1
0 1 2 vo | = |0 - vy | = U3 | —2
3 1 -1 U3 0 U3 1

Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist

span )

1

Er ist eindimensional. Der Eigenwert 1 hat geometrische Vielfachheit 1.

Wir suchen einen von diesem Eigenraum linear unabhéngigen Hauptvektor. Fr
ist eine partikuldre Losung h der Gleichung

10 —1\ (h 1
01 2 hy | = | =2



eine partikuldre Losung ist.

Allgemein gilt
h1 0 1
ho|=| o0 [+e|-2] cer
hs —1 1
Die allgemeine Losung des DGL-Systems ist nun durch

1 1 0 1
g(t) = C’lezt -3 —|—026t -2 +C’3et 0 +t| -2 , Ol, 02, Cs € R,
0 1 -1 1

gegeben.



2. Aufgabe
Mit Y(s) := L[y](s) hat man im Laplace-Bereich

20e™*
s

(s’Y — 25+ 3) +3(sY —2) —4Y =
20e™°

(s +3s—4)YY —25s -3 =
s
20 25+ 3

Y =—e
¢ 8(82+38—4>+52+35—4

Es ist s> + 3s — 4 = (s + 4)(s — 1). Partialbruchzerlegungen:

20 514
s(s+4)(s—1) s s+4 s—1
25+ 3 1 1

(s+4)(s—1) —s—|—4+3—1

Somit hat man

1

—S

iy

-
'LL1 (t

5.
5+ e4t+4eJ<>+£[‘4t+et](>
(-

1 + L +
3—|—4 -1 s+4 s—1

5+ef4t 1)+4et 1)+e 4t+e]()

Folglich hat man die Losung mit den verlangten Eigenschaften

y(t) = ui(t) (=5 + e 4= 4 46" + e 4 €.

)

10 Punkte



3. Aufgabe 10 Punkte

a) Ansatz: u(z,t) = X(x)T(t)
DGL: X"(2)T(t) — X(2)T"(t) + X (x)T(t) = 0
Fiir u(x,t) # 0 ist Division der DGL durch Produkt X (x)7'(¢) und Sepa-
ration statthaft:

X'(x) T . X'(z) . T(®)
Xo 10 T 0= X T T

DGLn in X und T

X"(z) = AX(z) =0,
T'(t) — (1+NT(t) = 0.
Es muss A < 0 sein, damit die DGL fiir X zu konstanten oder periodischen
Losungen fiihrt.

Die Losung fiir T' lautet:

T(t) = T(0)e+Mt,

Die Randbedingung ist eine Bedingung fiir X (x):
X' (0)T(t) = X'(m)T(t) =0.

Es folgt X'(0) = X'(7) = 0.
Mit A = 0 ergibt sich

X(x)=cz+cy
Randbedingungen ergeben nur ¢; = 0. ¢y bleibt offen.

Mit A < 0 ergibt sich

X(z) = cgcos V—Ax + ¢4 sin vV —Az.

Dann X'(x) = v/ =A(—c3sin v/—=\z + ¢4 cos vV—Ax)

Randbedingung ergibt ¢, = 0.

cs # 0 und damit u(x,t) # 0 nur moglich, wenn sin /=7 = 0,

wenn es also ein n € N, n > 0, gibt mit A = —n?.  Dann ist X(z) =
¢4 cos vV—Az und schlieBlich T'(t) = T(0)e('="")t,

Man hat als nicht-verschwindende Losungen mit u,(0,t) = u,(7,t) = 0
die Funktionen e’ (aus dem Fall A = 0) und w,(x,t) mit

Up(z,t) = e~ (=Dt cog ne, C,e€C, neNn>0



Zur Erfiilllung von wu(z,0) = 5 + 2cos 3z Superposition von e’ und der
U (z, t):

u(z,t) = C’o-et+z U (z,t) = C’o-et+z C’ne_(”z_lﬁ5 cosnr, C,eC, neN,.
n=1 n=1
Zahlen Cj und C),, aufsuchen mit

u(z,0) = C’o—i—ZCncosnx =5+ 2cos 3z

n=1

Es folgt
Co=5H, (C53=2 Cy=0, keN, k¢{0,3}.
Somit ist eine Losung des RWP

u(z,t) = 5e’ 4+ 2e cos 3



4. Aufgabe 10 Punkte

a) Nachweis, dass es homogene Losungen sind:

= (1 x n 1 , T—1—-ax+1 0
= e —_ e O T N
r—1 z-—1 xr—1 '

Die DGL ist von 2. Ordnung. Damit besteht jedes Fundamentalsystem aus
zwei linear unabhéngigen Losungen.

Nachweis mit Wronski-Test, dass x und e* (auf |1, oo[) linear unabhéngig
sind: Test an der Stelle 2

x 2
det [ © € = det 2 ) e? #0.
1 e” o2 1 €?

Damit sind die Losungen x und e” linear unabhéngig.

Die Funktionen x und e” bilden ein Fundamentalsystem homogener Losun-
gen fiir die vorgelegte DGL.

b) Man hat C; und C5 zu bestimmen aus

() (E)- ()
)55 ) 0-40)-(0)

die gesuchte Losung.

also

Somit ist



5. Aufgabe 10 Punkte

a) Es handelt sich um ein Faltungsintegral:

/0 e’ (cos(2 —t) —sin(2 — ¢t)) dt = (' * (cost — sint))(2)

Zunachst ist

1 S 1 1 s-1 1
t : _ _ _ — Ple
Lle'*(cost—sint)](s) = - 1-(52 1 s 1) = I e el L[sint](s).
Es ist also
(e" % (cost —sint))(2) = sin 2,
damit gilt

/2 e'(cos(2 —t) —sin(2 — t)) dt = sin 2.

b) Quadratische Ergdnzung und Ausklammern eines Zahlenfaktors:

P—2t+5=(t—17+4=4(1+(—

Dann ist

f{ﬂ—;w] s 4(1+i§)2) e

Mit dem bekannten Regelwerk ergibt sich

o
1+ ()

Ergebnis:

ot
L+ (5)°

] (w)=e“F

—iw 1 —iw — 2w
(w) =2e"“F {m} (2w) = 26 e~ 121,

4 .
—9 —2|w|—1w.
F [—tz Y 5} (w) = 2me



6. Aufgabe

a)

(2 Punkte) Wahl"

10 Punkte

Es ist ¢/ = In Z. Die R2-Funktion ln§ ist im offenen I. Quadranten stetig
differenzierbar als Komposition stetig differenzierbarer Funktionen /n und
2. In diesem Quadranten liegt der Anfangspunkt (1,2). Damit gibt es
nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz genau eine maximale Losung

des vorgelegten Anfangswertsproblems.

(3 Punkte) FalSCh
Man wihle f(t) = g(t) = 1. Dann ist L[1 - 1](s) =

Das ist nicht dasselbe. Widerspruch.

(2 Punkte) Wa,hr

11 1
5 s

%. Andererseits gilt

. C . . . 1 . . .
Die Ubertragungsfunktion ist gleich 5. Dann ist im Laplace-Bereich zu

testen:
1 2 | 2

(s+12 s+1 (s+1)%

Stimmyt.

(3 Punkte) Wahl”
Die linke Seite ergibt

ou 5
— = 2t) - 2x.
o cos(x” + 2t) - 2z
Die rechte Seite ergibt
0
xa—? = 1 - cos(z® + 2t) - 2.

Beide Seiten sind gleich.



