Losungen zur Juli-Klausur

1. Aufgabe (742 Punkte)
a) Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix: Charakt. Polynom:

det (A — \E) = — (3-\)2

3—X 0
2 3=

Wir erhalten den doppelten Eigenwert A = 3.  Eigenvektoren:

(A—A\E)U = <(2) 8> =0 < v, =0, v, beliebig

ergibt Eigenvektor zu A = 3:

i~ (9)

Es gibt keinen weiteren, von v linear unabh. Eigenvektor zu A\ = 3. Die algebraische
Vielfachheit von A ist aber 2. Daher suchen wir einen weiteren Hauptvektor @ mit

(A — \E)i = <(2) 8) = = ((1))

Dieses System wird z. B. gelost durch

,u_jdﬁfl]_
—2\0/"

Wir erhalten als Fundamentalsystem:

Zi(t) = e = ¥ ((1)) ,

= W + t(A — \E)w] = ™[ + 1]

- ) ()]-(7)

(Exponentialreihe von exp (t{A — AE])& bricht beim Glied 2.0rdnung ab, da
[A — AE]?@ = [A — MAE]U = 0.) Allgemeine Losung des homogenen Systems

= (e <(1)> + Cye’t (2115) , (C1,Cy Konstanten.

Bestimmung einer speziellen Losung des inhomogenen Systems durch Variation
der Konstanten:

FP)(t) = ¢, ()T (t) + co(t) T2 (t) mit



QDT () + 6 (O)F(t) = ((1’ 142) (28) - (g)
fiiht auf:
¢i(t) = 6e ? und c,(t) = 0

Integration ergibt (Integrationskonstanten kénnen hier weggelassen werden, da nur
eine spezielle Losung gesucht ist)

c1(t) = —2e % und cy(t) = 0.

Wir erhalten als spezielle Losung
#(P) () — = Z (1) = =3tz (4) — 0
TP (t) = c1(6)T1(t) + co(t)Xa(t) = =2 "2 (t) = —2 1)

Allgemeine Losung des inhomogenen Systems:

() = ZP(t) + CLZ1(t) + Co2T(t)
0 3t 0 3t 1
- (1) +Cie (1) + Cae <2t) , (1,5 Konstanten.

b) Zur Losung des Anfangswertproblems sind die Konstanten C}, Cy in der Losung des
homogenen Systems aus (a) so zu bestimmen, dass die Anfangsbedingung erfiillt wird,

d.h.
(Z) _ #0) =G (?) e (é) |

Dieses System hat die eindeutige Losung C; = 4,C5 = 3 . Die Losung des Anfangs-
wertproblems lautet somit

Z(t) = 4e* (?) + 3¢ Gt) :

2. Aufgabe (5+4 Punkte)
a) Es gilt
y1(t) = cos 2t = Re{e*"}.
Daraus kann geschlossen werden, dass
AL =20

(mindestens) einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms der Dgl. sein muss.
Dann ist aber auch

Ao =\ = —2i

einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms.



Aus der Losung ys(t) = te™" kann geschlossen werden, dass
A3 =—1

mindestens doppelte (wg. des Faktors t) Nullstelle des charakteristischen Polynoms
der Dgl. sein muss. Wir setzen fiir das charakteristische Polynom an

PO) = (= A = M)A — A5)2 = (A — 20) (A + 20)(A + 1)

=N+ +1)2 =N +4) A2 +220+1) = AT +20° + 527 +8) + 4.
Dies entspricht der homogenen Dgl.

y" +2y" +5y" + 8y + 4y = 0.
Die Dgl. hat die komplexen Losungen
2(t) = e®,  w(t) = e " und wy(t) = te .
Als reelles Fundamentalsystem erhalten wir
x1(t) = Re{z(t)} = cos2t, xo(t) = Im{z(t)} = sin 2t,

x3(t) = e ', wyt) =te .

Damit ergibt sich fiir die allgemeine Losung der homogenen Dgl.:

4
yn(t) = Z Crap(t) = Oy cos 2t + Cysin 2t + Cze ™" + Cyte™".
k=1

Die Teilinhomogenitét f;(t) = te' ist von der Form
f1(t) = P(t)e"* mit einem Polynnom ersten Grades P.

Zunéchst ist g3 = 1 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Fiir die Teilin-
homogenitit te! lautet damit der Ansatz fiir eine dazugehorige spezielle Lésung:

Ypa(t) = Q1) = Q(t)e’,
wobei () ein Polynom ersten Grades ist, also
Ypa(t) = (At + B)e'.

Nach (a) ist us = 2i einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, d.h. die
Teilinhomogenitat fo(t) = sin 2t ist eine Losung der homogenen Dgl. Somit lautet
der Ansatz fiir eine dazugehorige spezielle Losung:

Yp2(t) = Ctcos 2t + Dtsin 2t,
Insgesamt erhalten wir eine spezielle Losung

Yp(t) = yp1(t) + ypa(t) = (At + B)e' + Ctcos 2t + Dt sin 2t.



3. Aufgabe (7+4 Punkte)

a) Der Integralterm ist die Faltung zwischen e* und y bzw. f. Die Anwendung der
Laplace-Transformation auf die Integrodifferentialgleichung ergibt mit dem Faltungs-
satz:

Ly +y=e”)(s) = sLyl(s) —y(0) + LIyl(s) - L]e*](s)

= L)) (s 15 ) = £ = -5 L1AG)
1 1 1
= L) = gy ey ) = £ = e ele)
Speziell fiir f(t) = 4e' haben wir
L) = g lHells) = 15

Riicktransformation ergibt:
y(t) = 2%’

b) Mit Teil (a) und der Ubertragungsfunktion G gilt:

damit

4. Aufgabe (8 Punkte) Es gilt
0 0 o
iUt = F S| ) =7 | a0 @
= (i) Flu(-, 1)} (w) = —w'U(w,?).
Auflerdem haben wir als Anfangsbedingung

2

U(w,0)=F [e"””q (w) = e




(Siehe Hinweis) Bei festem w ist dies ein gewohnliches AWP fiir U(w, ). Die allgem.
Losung der Dgl.

0 _ 6
aU(w,t) = —w’U(w,t)

ist

6

Uw,t) = A(w)el <% = A(w)e™™

mit Konstante A(w) , die noch von w abhéngen kann.
Mit der AB folgt :

2
A — = —
((A}) ( ) ) 1 ‘I— w2 bl
und damit
2 —twb
U(w,t)—1+w26 :

5. Aufgabe (8+3 Punkte)

a) Einsetzen des Produktansatzes u(z,t) = F(z)G(t) in Dgl. ergibt
F(x)G'(t) = uy(x,t) = (sint)ug,(x,t) = (sint) " (z)G(t),

damit

G'(t) _ F'(x)

DG F(2) =\ ( Konstante ),

d.h.
F'"(z) = F(x), G'(t) = (sint)\G(¢).
Einsetzen in die (homognen) Randbedingungen ergibt
0=u(0,t) = F(0)G(¢t) und 0 = u(m,t) = F(m)G(t).

Dies fiirt auf die Randbedingungen fiir £

(Sonst miisste G(t) fiir alle ¢t Null sein, was nur die triviale Losung zulésst.)

Das RWP
F'(z) = \F(x), F(0)=F(r)=0

hat im Falle A > 0 nur die tiviale Losung F' = 0. (Begriindung nicht erforderlich.)
Im Falle A < 0 ergibt sich als allgemeine Losung der Gleichung fiir F"

F(z) = Acos (V=\z) + Bsin (vV-\z).



Einsetzen in die homognen Randbedingungen ergibt
0=F(0)=Aund 0= F(r) = Acos (V—Ar) + Bsin (v —An)).

Dies wird fiir A = 0 und sin (v/—Amr) = 0 erfiillt. v/—X muss also ganzzahlig sein,
damit erhalten wir

V=A=n, dh A= —n?
Somit gilt
F(z) = Bsinnz, n € N.
Fiir G ergibt sich
G'(t) = (sint)AG(t) = —n’(sint)G(?).
Wir erhalten die allgemeine Losung
G(t) _ Cean [(sint)dt _ 06"2 costj
und damit als Lésungen
u(z,t) = F(2)G(t) = Ce™ “*Bsinnz = ae™ “*'sinnz, n e N.
mit neuer Konstanten a = C'B.

b) Durch Uberlagerung dieser Losungen erhalten wir wieder eine Losung der Dgl. mit
den homognen Randbedingungen :

oo
5 ane” cost sin na.

n=1

Mit der Anfangsbedingung fiir u folgt

oo
7sin 3z — 2sin 6z = u(z,0) g ane ) sin na.

n=1

Koeffizientenvergleich ergibt
a36(3 ) =7 und a6e 6%) = —2, sonst a, = 0.
Damit lautet die Losung des AWP

u(z,t) = 72t gin 3z — 236tV gin 6.



6. Aufgabe (12 Punkte)

a) Wahr! Mit dem Faltungs-und Ableitungsatz folgt

FIS )] (&) = - F (] %) () = i (L)) Fla)(w)
=i (L7 ) Flal) + (1) 1 Flole)

= Fltf ()} (w) Flgl(w)+Ffl(w) Fltg()l(w) = FIEf () xg(1)](w)+FLf (1) * (tg(t)](w)-
= FIf(t) = g(t) + f(t) * (tg(t)](w).
Damit folgt die Behauptung.

b) Falsch! Mit dem Verschiebungssatz folgt:

Lltus(t)](s) = LI = 3)us(t)](s) + 3L[us(t)](s)

e L] () + 3e B L1)(s) = e (812 + 2)
und nicht die auf dem Blatt angegebene Funktion.
c) Wahr! Das System ist von der Form:
T=F(t7) teR, ZeR.

Hier ist £ : R x R2 — R2,

S COS Lo
F(t.7) = (sinm)

in allen Variablen stetig differenzierbar. Ausserdem ist die konstante Funktion

7(t) = <7T7;2) , teR

eine Losung, da

F(t,m,m/2) = <COS (W/2)) =0 fiir alle ¢ e R.

sin 7

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz impliziert daher, dass ¥ die einzige (auf R
definierte) Losung des AWPs ist.

d) Falsch! Wegen e*™“ £  fiir alle u € R ist die konstante Funktion y(z) =0, z € R
keine Losung der DGL.



