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1. Aufgabe 10 Punkte

Man setzt Y'(s) := L[y](s).
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Riicktransformation:

y(t) = 3e™" + o2t 4 us(t) (—3 +2e(t=2) | e2(t—2)) '

b) Es dndert sich nur die Inhomogenitét. Mit
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Riicktransformation:

y(t) = 37" + e + uy(t) (_Qe—(t—Q) + 262(15—2)) ‘



2. Aufgabe 8 Punkte

Z-Transformation liefert mit Y := Z[(yx)xen, |(2) im z-Bereich

(2°Y —42® +52) + (2Y —42) —2Y =0
(24 2-2)Y —42°4+2=0
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22422
4> —1
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Somit . ;
Y = + )
Z(z—l z+2>
Riicktrafo:

yp = 1+3-(=2)".
Die Zahlenfolge (1 + 3 - (—2)*)ren, hat die vorgegebenen Eigenschaften.



3. Aufgabe 12 Punkte
Charakteristisches Polynom
1-X =3 2
1 —2-x 1 [=-X-2) -]
0 1 —1-A
= - AN +22+1) = - A\ +1)°

woraus sich der einfache Eigenwert 0 und der doppelte Eigenwert —1 ergeben.

Der Eigenraum zum einfachen Eigenwert 0:

1 -3 2 Uy 0
1 -2 1 Vo | — 0
0 1 —1 U3 0
1
— Eigenraum: span 1
1
Der Eigenraum zum doppelten Eigenwert —1:
2 =3 2\ ([wn
1 -1 1 Vo | T
0 1 0/ \vs
— Eigenraum: span 0
—1

Der Eigenraum ist nur eindimensional.



Wir suchen einen weiteren (linear unabhéngigen) Hauptvektor. Aus

2 =3 2\ (M 1
1 =1 1|lh|=1| O
0 1 0/ \hs -1

-1

= z.B -1

0

Allgemein:

—1 1
0 -1
Damit haben wir die verlangte allgemeine Losung:
1 1 -1 1

g(t) = Cl 1 +Cge_t 0 +03€_t 11+ t 0 , Cl, CQ, 03 e R.
1 —1 0 —1



4. Aufgabe 10 Punkte

a) Mit u(z,t) = X (x)T(t) hat man nach Division durch X7

Xl/ T/
— +=+7=0.
Tt
Separation:
X// T/
— =)\ ——=—-T=A\
X ' T

Differentialgleichungen:
X"—AX =0, T+ (7T+\NT =0.

Damit X periodisch und nicht-konstant ist, muss A < 0 erfiillt werden.
Dann hat man

X (z) = Cy cos(zv/=N) 4+ Cysin(zv/=N)

Aus u(0,t) = u(m,t) = 0 folgt X(0) = X(m) = 0. Hier ergibt sich C; =0
und

Cysin(mv/—\) = 0.
Wenn C5 # 0 moglich sein soll, muss gelten
™ —A=km, keN, k> 0.

d. h. X ist von der Form —k? mit k € N, k > 0, und X (z) proportional zu
sin kx.

Die DGL fiir T lautet dann mit A\ = —k?:
T +(7— k)T = 0.

T'(t) ist von der Form

e—(?—kﬂ)t‘

Alles zusammensetzen ergibt, dass die gesuchten Losungen u der Form
u(x,t) = X(x)T'(t) durch

u(z,t) = Ae= T gin kg

mit A € R und k& € N mit k£ > 0 gegeben sind.



b) Superposition:
a0
u(z,t) = Z Ape™ T sin kg
k=1

Die Ay, sind so zu finden, dass
o0
Z Ag sin kx = 5sin 2z + sin 3z,
k=1

also Ay =5, A3 =1 und A; = 0 fiir sonstige Werte von [.

Damit besitzen wir eine Losung des vorgelegten Randwertproblems, ndmlich

u(z,t) = be *'sin 2z + e sin 3x.



5. Aufgabe 10 Punkte

a) Es handelt sich um die Laplace-Transformierte einer Faltung im Sinne
der Laplace-Transformation. Das innere Integral ist proportional zu einem
Faltungsprodukt:

J ™4 cos(3x—3y) dy = e ** f e® cos(3(z—y)) dy = e (e*xcos 3w) (x).
0 0

(Im Faltungsprodukt ist ,,w* nur eine Scheinvariable.)
Das &duflere Integral ist ein Laplace-Integral, ausgewertet an der Stelle 4

0 T o
J J e? 4 cos(3x—3y) dy dw = J et (e*xcos 3w) (x) dz = L[e*xcos 3t](4).
0o Jo 0

(,w* nunmehr durch angenehmere Scheinvariable ,t“ ausgetauscht.)

Mit dem Faltungssatz gilt dann
1 4 2

L[e*" « cos 3t](4) = L[e*"](4) - L[cos 3t](4) = 15 EiE %

Somit haben wir

0 xT 2
f J e~ cos(20 — 2y) dydr = —.
o Jo 25

b) Es handelt sich um die Fourier-Transformierte einer Faltung im Sinne der
Fourier-Transformation.

Das innere Integral ist ein Faltungsprodukt:

JOO UL S Y P I S o
. 1+ 9y2 1+ 9u?

(Im Faltungsprodukt ist ,,w* nur eine Scheinvariable.)

Das duflere Integral ist ein Fourier-Integral, ausgewertet an der Stelle 0

JZ fi Ty +19y2 dv =7 [(e_w "1 +19w2) (t)] W

(,z“ nunmehr durch angenehmere Scheinvariable ,,t“ ausgetauscht.)

Mit dem Faltungssatz ergibt sich

(e ) 0] 0 = F 0 - F | |0 - e 0 -

Es gilt also




6. Aufgabe 10 Punkte

2)

(3 Punkte) Wahl"
Die Halbebene D := {(z,y) € R? |y < 2} ist offen.

Die Funktion F': D — R, (z,y) — zy* — 753 ist stetig partiell differen-
zierbar.

Der Punkt (1,0) liegt in D.

Damit hat nach dem EES das vorgelegte AWP genau eine maximal fort-
gesetzte Losung.

(4 Punktey Falsch.

Es sei 22sin 3z eine Losung einer solchen DGL. Der Faktor sin 3z zeigt,
dass das charakteristische Polynom die Nullstellen 3i und —3i besitzt. Der
Faktor 22 zeigt, dass diese Nullstellen jeweils dreifach sind. Somit hat das
charakteristische Polynom mindestens Grad 6. Damit kann die DGL nicht
von 4. Ordnung sein.

(3 Punkte) FalSCh.
Die Funktion 22 + 3 16st die Laplace-Gleichung gar nicht:

Alz? +y*) =2+2#0.

Die Funktion x? 42 ist keine Losung des vorgelegten Randwertsproblems.

(Die Randwerte werden aber richtig wiedergegeben.)



