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Aufgabe 1 (13 Punkte)

(a) Was ist eine skalare, gewohnliche Differentialgleichung?
(b) Wann heif3t eine skalare, gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung separabel?

(c) Lose das Anfangswertproblem
() + (4t - 2)x%(t) =0, x(0) = -1

durch Trennung der Verdnderlichen.
(d) Bestimme den maximalen Definitionsbereich der berechneten Lésung in (c).

(e) Begriinde warum die Losung in (c) eindeutig ist.

Losung zu Aufgabe 1

(a) Skalar: Die gesuchte Funktion ist reell-/komplexwertig. 1/2 Punkt
Gewohnlich: Die gesuchte Funktion hdangt nur von einer Variablen ab. e et
(b) Separabel: Die Differentialgleichung hat die Form 1 Punkt

x'(t) = f() g(x(1))
fiir stetige Funktionen f und g.

(c) Notation:
f(t) =—4t + 2, g(n) =n*
Test auf konstante Losung: 1 Punkt

g(-1/4) =1/16 #0 —  keine konstante Losung.

Trennung der Veranderlichen: 4 Punkte

t t
Jf(f)df:J(—4f+2)d5:—2t2+2t
) 0

x(1) x(t)
1 1 1
:j—dn: —dp=—-—=-4
9(n) n x(t)
Xo -1/4
(1) :
— X = -
2t2 -2t -4
(d) Nullstellen Nenner: 1 Punkt

208 -2t —4=2(t+1)(t-2)=0 — tH=-1, t,=2.
Maximaler Definitionsbereich: + Punkt

th=0€(-1,2) — x:(-1,2) - R.
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(e) Existenz- und Eindeutigkeitssatz: 4 Punkte

G(t,n) =—(4t - 2)n’

- 5G(tn) =-41°, 5G(tn) =-2(4t - 2)p

—  partielle Ableitungen stetig auf der offenen Menge U = R?
—  Eindeutigkeit wegen (0, —1/4) € U.

Aufgabe 2 (15 Punkte)

(a) Wann heifit ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung linear?
(b) Was ist eine homogene Losung? Was eine partikuldre?
(c) Was ist der Exponentialansatz fiir lineare Systeme 1. Ordnung?

(d) Bestimme die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems

-1 1 2
X(t)y=[1 1 0|X(t), teR.
-5 2 5

Hinweis: U :== (0,—-2,1) T ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.

Losung zu Aufgabe 2

(a) Linear: System der Form 1 Punkt

x1(t) = ap (8) X[ () + -+ + apn(t) x,(2) + by (t)

X,’Z(t) = aln(t) x;(t) +--0F ann(t) x],7(t) + bn(t)
oder

¥ (t) = A(t) %(t) + b(t)

(b) Homogene Losung: Losung des homogenen Systems, d.h. l;( t_? = 0. 1/2 Punkt
Partikuliare Losung: Losung des inhomogenen Systems, d.h. b(t) # 0. A

(c) Exponentialansatz: Ansatz der Form X(t) = e’ fiir 1 € R, 4 € R™. + Punkt

(d) Charakteristisches Polynom: 3 Punkte

AP +502 -8 +4=-(1-2)*(A-1) — A=1 lz3=2

Eigenvektor zu 2: 4 Punkte
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-3 1 2 0 -2 2

1 -1 0lv=0 — 1 -1 0|v=0

-5 2 3 0O 0 O

— Uy =0y, U3 =Vy, vy beliebig —  zB.v=(1,1,1)"

Hauptvektor zu 2:

-3 1 2 1 0 -2 2 4
1 -1 0lh=|1 — 1 -1 0| h=]|1
-5 2 3 1 0 0 O 0

- h1 =1+ hg, h3 =2+ hg, ]’lz beheblg — zB. h = (1, 0, 2)T

Allgemeine Losung:

0 1 1 1
() =cre | =2 |+ coe® [ 1|+ cse® |0+ ¢]1
1 1 2 1

Aufgabe 3
Gegeben ist die Differentialgleichung

t2x"(t) +tx'(t) —9x(t) =0, teR".

4 Punkte

1 Punkt

(11 Punkte)

(a) Welche Dimension hat der Losungsraum der gegebenen Differentialgleichung?

(b) Finde alle Lésungen der Form ¢" mit r € R.

(c) Was ist der Wronski-Test? An wie vielen Stellen muss die Wronski-Determinante

ausgewertet werden?
(d) Zeige, dass die Losungen in (b) ein Fundamentalsystem bilden.

(e) Begriinde, warum es nur eine Losung mit x(1) = x"(1) = 0 gibt.

Losung zu Aufgabe 3

(a) Dimension: Ordnung 2 — Dimension 2

(b) Losung mit Ansatz:

t'(r(r—1)+r-9)=0 — r*—=9=0 — r=4+3
- x(t) =1, ) =t
(c) Wronski-Test: Die Losungen x1, . . ., x,, sind linear unabhangig, wenn
x1(t) o xn (1)
detW(t) = : : #0
xin_l)(t) o x,(,”_l)(t)

fir ein (und damit fiir alle) ¢ im Definitionsbereich.

1 Punkt

1 Punkte

2 Punkte
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(d) Fundamentalsystem: Lineare Unabhangigkeit: 2 Punkte

detW(l):‘; =—6%#0

5

Vollstandigkeit: Ordnung 2

(e) Eindeutigkeit: Die Koeflizienten des zugehorigen Systems 2 Punkte

a@\'_(0 1) (a®)  (a®)_,
() N9/ =1t () \x(1))
mit x;(¢) = x*"V(¢) sind stetig auf dem Definitionsbereich (EES).

Aufgabe 4 (15 Punkte)

(a) Wie ist die Laplacetransformation fir f: [0, 00) — C definiert?
(b) Wie lautet die Ableitungsregel zur Berechnung von L[ f™](s)?

(c) Sei @ > 0. Wie lautet die Verschiebungsregel zur Berechnung von

1, t>0,

0, sonst?

LIf(t=0)I(s) = Llug(D)f(t~0)]  mit uﬂﬂ:{

Hinweis: f wird hier mit Null fortgesetzt, d.h. f(t) =0 fur ¢t < 0.
(d) Was besagt der Eindeutigkeitssatz von Lerch?

(e) Lose das Anfangswertsproblem
X" (1) + x'(t) — 6x(t) =30e "Dy (1), x(0) =—1, x'(0) = =2

mit Hilfe der Laplacetransformation.

Losung zu Aufgabe 4

(a) Laplacetransformation: 1 Punkt

F6) = £1116) = [ fean sec
0

(b) Ableitungsregel: 1 Punkt
£[fln)](s) — SnL:[f](S) o Sn—lf(o) o Sn—Zf/(O) L f(n—l)(())
(c) Verschiebungsregel: 1 Punkt

LIf(t=0)](s) =e *L[f](s)
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(d) Eindeutigkeitssatz von Lerch: 2 Punkte
f,g: [0,00) — C stiickweise stetig von exponentieller Ordnung y.

L[f](s) =L[g](s), Re[s]>y = f(t) =¢g(t) (in allen Stetigkeitspunkten)
(e) Transformation Differentialgleichung: 4 Punkte

30e”°
s+1

(s°X(s)+s-1+2)+(sX(s)+1)—6X(s) =

’ 30e”°
-  (s+s=-6)X(s) =(s=2)(s+3)X(s) = e (s+3)
s
30e”° 1
- X(s) = -
(s+1)(s—2)(s+3) s—2
Partialbruchzerlegung;: 4 Punkte
30 5 2 3
= - - -
(s+1)(s—=2)(s+3) s+1 s—-2 s+3
{5 2 3 1
—  X(s)=e (— + + ) -
s+1 s—-2 s+3 s—2
Riicktransformation: 2 Punkte
x(£) = —e* + uy (1) (—Se_“_” + 2e2(-1) 3e_3“_1))
Aufgabe 5 (13 Punkte)

(a) Worum handelt es sich beim sogenannten Separationsansatz (Produktform) fiir eine
partielle Differentialgleichung mit zwei Variablen?

(b) Verwende den Separationsansatz zur Losung von

%u(x,t)+x%u(x,t)=0, u(x,0) =3vVx — 1/vx, x>0 teR.

Losung zu Aufgabe 5

(a) Separationsansatz: 1 Punkt
u(x,t) =X (x)T(t)
(b) Ansatz einsetzen: 4 Punkte

T'(t) __xX’(x) B
T(t)  X(x)
— T'(t)—yT(t) =0, xX'(x)+yX(x)=0

X(x)T'(t) + x X' (x) T(t) =0

Differentialgleichung in T 2 Punkte
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T'(t) =yT(t) — T,(t) = A"
Differentialgleichung in X: 4 Punkte

XX (x) +yX(x) =0 — X’(x):—g

X (x)
- X,(x)=B,e""® =p x7
Differentialgleichung in u: 1 Punkt
— O VY
u, (x, t) = Cye¥'x™

Superpositionsprinzip: 1 Punkt

u(x, t) =3u_y/(x,t) —uy2(x,t) = 3e7/2/x - et/z/\/;f

Aufgabe 6 (13 Punkte)

(a) Wie ist die Fouriertransformation F[f] und Faltung f * g fiir f,g: R — C definiert?

(b) Beweise, dass

FIf 9l(0) = f(0) () und  F[f(=0)](w) = F[f](-w).

Hinweis: Die Existenz/Vertauschbarkeit der Integrale kann vorausgesetzt werden.

(c) Fir a € C mit Re[a] > 0 berechne die Fouriertransformation von

—alt| —alt|
f(t):={e . >0, g(t):{e . <o,

0, t <0, 0, t>0.
(d) Zeige, dass

2a(f*9)(t) = (f +9) (D).

Losung zu Aufgabe 6

(a) Fouriertransformation: 1+ Punkt

f(o)) =F[fl(w) = j f(t) e 9t qt, w €R

Faltung: 1 Punkt

(f*g)(t) = j f(t-1)g(r)dr, t e R

—00

Integraltransformationen und partielle Differentialgleichungen — Klausur - Ersttermin 7/9



Technische Universitat Berlin Dr. Robert Beinert
Institut fur Mathematik

(b) Faltungssatz: 3 Punkte
Fifegd@ = [ [ fe-ng@eara= [ [ fogmernnaa

(o)

= J f(t) e @t q¢ J g(7) e 9T dr = f((u) j§(w)

-0

Reflektionssatz: » Punkte

.ﬂﬂ4mw=JfPH€“w=me€”&=ﬂﬂkw

—00

(c) Fouriertransformation: 3 Punkte
. . 1 A L 1
— —(a+iw)t dt = [_ 7(a+1w)t] —
f(@) Je a+ia)e 0 a+iw
0
1
] =F|f(-t =
§(©) = FIF(-D](@) = ——
(d) Faltung: 3 Punkt
2a 1 1
2 - _ _
Fl2a(f=9)](e) (a+iw)(a-iw) a+iw " a-—iw FIf +gl()
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Laplacetransformation

£ LIA)
1 1/s

t" n!/s"t1 nelN

e 1/(s—a) aeC

t" e /(n-1)! 1/(s—a)" neN,aeC
1/\nt 1/+s

sin(at) a/(s* + a?) a€R
cos(at) s/(s® + a?) a€R
sinh(at) a/(s? - a?) a€R
cosh(at) s/(s? = a?) a€R

Fouriertransformation

fQ@) Flf1(@)

111 2T sinc(wT) T>0

e 1’12 \2n e—@’/2

ealtl 2a/(w?* + a®) a>0
Stammfunktionen

£() F(t)

te t /(a + 1) a# -1

1/t In|t|

el e!

sin(t) —cos(t)

cos(t) sin(t)

sinh(t) cosh(t)

cosh(t) sinh(t)

Integraltransformationen und partielle Differentialgleichungen - Klausur - Ersttermin 9/9



