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Aufgabe 1 (13 Punkte)

(a) Wann heif3t eine Differentialgleichung skalar und gewohnlich? (iP)
(b) Wann heif3t eine skalare, gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung separabel? )

(c) Lose das Anfangswertproblem

() -2t (x*(t)+1) =0, x(0)=0

durch Trennung der Verédnderlichen. (5P)
(d) Bestimme den maximalen Definitionsbereich der berechneten Losung in (c). (2P)
(e) Begriinde warum die Losung in (c) eindeutig ist. (4P)

Losung zu Aufgabe 1

(a) Skalar: Die gesuchte Funktion ist reell-’komplexwertig.
Gewohnlich: Die gesuchte Funktion hangt nur von einer Variablen ab.

(b) Separabel: Die Differentialgleichung hat die Form
x'(t) = f(t) g(x(1))

fur stetige Funktionen f und g.
(c) Notation:
f(t) =2t g(n) = 772+1.
Test auf konstante Losung:

g(0)=1#0 —  keine konstante Losung.

Trennung der Veranderlichen:
t t
[ reae=[aear=¢
ty 0
x(t) x(t)

1 1
= J mdry: OJ ’72+1dn:arctan(x(t))

X0

—  x(t) = tan(t?)
(d) Pole der Losung:

tzZ% — tl,zzi\/ﬂ/z.

Maximaler Definitionsbereich:

ty=0€ (—Vr/2Vn/2) — x:(—x/2n/2) > R.
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(e) Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

G(t,n) =2t (n* +1)
- 5G(tn) =2(n"+1), $G(t.n) =4ty
—  partielle Ableitungen stetig auf der offenen Menge U = R?

—  Eindeutigkeit wegen (0,0) € U.

Aufgabe 2 (15 Punkte)
(a) Wann heifit ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung linear? (1P)
(b) Wann heif3t eine Losung homogen und wann partikuldr? (1P)
(c) Was ist der Exponentialansatz fiir lineare Systeme 1. Ordnung? (1P)
(d) Bestimme die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems

1 0 6
X(t)y={0 1 2|[x(t), teR.
-2 4 -3
Hinweis: U = (2,1,0) " ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. (12P)
Losung zu Aufgabe 2
(a) Linear: System der Form
x1 (1) = ann (£) x1 () + - - - + a1 (2) x;,(£) + b1 (1)
X (1) = a1 () X7 (£) + - - + ann () x,(£) + bn (1)
oder
¥ (t) = A(t) %(t) + b(1)
(b) Homogene Losung: Losung des homogenen Systems, d.h. l;(t) = 0.
Partikuliare Losung: Losung des inhomogenen Systems, d.h. b(t) # 0.
(c) Exponentialansatz: Ansatz der Form X(t) = ' fiir 1 € R, 4 € R™.
(d) Charakteristisches Polynom:
B2 +A+1=—A+12A-1) = A&=1 Ay3=-1
Eigenvektor zu -1:
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2 0 6 1 0 3
0 2 2|v=0 — 01 1|lv=0
-2 4 -2 0 0 0
— vy = =303, vy = —v3, v3 beliebig — zB.v=(-3,-1,1)7
Hauptvektor zu 2: 4 Punkte
2 0 6 - -3 .
0 2 2|h=|-1] — zB.h=(0,0-12)"
-2 4 -2 1
Allgemeine Losung;: 1 Punkt
2 -3 0 -3
X(t) =cre' | 1|+ coe” [ =1+ cse”” 0 |+t|—-1
0 1 —1/2 1
Aufgabe 3 (11 Punkte)
Gegeben ist die Differentialgleichung
t2x"(t) -2t x'(t) —4x(t) =0, teR".
(a) Welche Hypothese kann mit dem Wronski-Test getestet werden? An wie vielen Stellen
muss die Wronski-Determinante ausgewertet werden? (2P)
(b) Finde alle Losungen der Form x(t) == t" mit r € R. (4P)
(c) Welche Dimension hat der Losungsraum der gegebenen Differentialgleichung?  @p)
(d) Zeige, dass die Losungen in (b) ein (vollstindiges) Fundamentalsystem bilden. (2P)
(e) Begriinde, warum es jeweils nur eine Lésung mit x(1) = x; und x’(1) = x] fiir alle
(x1,x7) € R? gibt. (2P)
Losung zu Aufgabe 3
(a) Wronski-Test: Die Losungen x;, ... ., xn sind linear unabhangig, wenn > Punkte
x1(t) coe xu(t)
det W(t) = : : #0
O IS
fir ein (und damit fiir alle) t im Definitionsbereich.
(b) Losung mit Ansatz: 4 Punkte
t'(r(r=1)—=2r—4)=0 — r’=3r—4=0 — r =4 r=-1
- x(t) =t x@)=t"
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(c) Dimension: Ordnung 2 — Dimension 2

(d) Fundamentalsystem: Lineare Unabhéngigkeit:

1 1

4 _q|=5%0

detW(1) = ‘

Vollstandigkeit: Ordnung 2
(e) Eindeutigkeit: Die Koeffizienten des zugehorigen Systems

a@\' _ (0 1) (a®)  (u@®)_,
xp(t)) N4/t 2/t \xa(t)]” \x2(1))
mit x;(¢) = x*~V(¢) sind stetig auf dem Definitionsbereich (EES).

Aufgabe 4

(a) Wie ist die Laplacetransformation fir f: [0, 00) — C definiert?

(15 Punkte)

(P)

(b) Wann heif3t eine Funktion stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung? (2P)

(c) Wie lautet die Ableitungsregel zur Berechnung von £[f(™](s)?
(d) Wie lautet die Multiplikationsregel zur Berechnung von L[¢f(t)](s)?

(e) Lose das Anfangswertproblem
x'(t) = 5x(t) +9te? =0, x(0) =3,

mit Hilfe der Laplacetransformation.

Losung zu Aufgabe 4

(a) Laplacetransformation:

o0

F(s) = L[f](s) ::Jf(t) e’tdt, seC
0

(b) Stiickweise stetig:
Auf jedem beschriankten Intervall nur endlich viele Unstetigkeiten.
Links- und rechtsseitige Grenzwerte existieren.
Exponentielle Ordnung;:
Es gibt ein y > 0 und C > 0, sodass

|f(t)] < Ce" fiiralle t > 0.
(c) Ableitungsregel:
LIFM1() = "LIf1(s) =" F(0) =" 2£7(0) =+ = £V (0)

(P)

(aP)

(10P)
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(d) Multiplikationsregel:

LItFD](s) = —LLIf1(s)

(e) Transformation Differentialgleichung:

d 9 9
sX(s)—3—5X(s):£S_2 :—(5_2)2

9
- (s=5)X(s) = ————+3

(s —2)?
9 3

- X(s):_(s—2)2(3—5)+s—5

Partialbruchzerlegung;:

-9 1 1 3
, =———+ + ,
(s —2)%(s—5) s=5 s—2 (s—2)2
2 1 3
- X(s) = +

+ ;
s—5 s—2 (s—2)2
Riicktransformation:

x(t) =2e™ + e +3te

Aufgabe 5 (13 Punkte)

(a) Worum handelt es sich beim sogenannten Separationsansatz (Produktform) fiir eine
partielle Differentialgleichung mit zwei Variablen? (1)

(b) Verwende den Separationsansatz zur Losung von

% u(x,t) — 2xt % u(x,t) =0, u(x,0)= 2x° — 1/x3, x,t > 0. (12P)

Losung zu Aufgabe 5

(a) Separationsansatz:
u(x,t) =X (x) T(t)

(b) Ansatz einsetzen:

T'(t)  xX'(x) _
20T(t)  X(x)
— T(t)-2ytT(t) =0, xX'(x)—yX(x)=0

X(x) T'(t) = 2xt X' () T(t) = 0

Differentialgleichung in T:
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T'(t) =2ytT(t) — T,(t) :A),e.*”“’
Differentialgleichung in X:

Y X(x)
X

xX'(x)-yX(x)=0 — X'(x)=

 X,(x)=B e =g
Differentialgleichung in u:

(1) = Gy ert'x

Superpositionsprinzip:

u(x, t) =2us(x,t) —u_s(x,t) = 265 x5 — et /x3

Aufgabe 6

(a) Wie ist die Fouriertransformation F[ f] fir f: R — C definiert?
(b) Wann heif3t eine Funktion absolut integrierbar?

(c) Beweise, dass

Fltf®O)(w) =if (@) und  FIf(-)](w) = F[f](-w).

3 Punkte

1 Punkt

1 Punkt

(13 Punkte)

(P)

(P)

(5P)

Hinweis: Vertauschbarkeit von Integration/Differenziation kann vorausgesetzt werden.

(d) Fir a > 0 berechne die Fouriertransformation von

ft) = |t| e,

(6P)
Hinweis: Berechne zunichst die Fouriertransformation der ,rechten Seite®
1 t>0
te 1 t) mit 1 t)=13" 7
[0,00) (1) [0,00) (1) {0’ L <o,
mit Hilfe der Rechenregeln und der Fourier-Tabelle.
Losung zu Aufgabe 6
(a) Fouriertransformation: 1+ Punkt
]E(‘(t)) = ./—'.If]((')) = J ‘f(t) eiimz dt, w€R
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(b) Absolute Integrierbarkeit: 1 Punkt

[1rwrar <o

—00

(c) Multiplikationssatz: 3 Punkte
~ 4 d —iwt d —iwt .
floy=—| fed= | fo) e dt = -iF[t f(1)] ()
Reflektionssatz: » Punkte

FIfC@ = | fenea= [ fo e =Fifl-o)

(d) Fouriertransformation: 3 Punkte

d d 1 1
—atl - i —atl . — i —
Flte 1o (0](0) =i o Fle Lo (D](0) =i g0 —=m = s

Spiegelung;: 3 Punkt

Ao 1 2(a® -
Ho) = o Y ety ~ (@r o
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Laplacetransformation

f(#) L[f1(s)

1 1/s

t" n!/s"t1 nelN

e 1/(s—a) aeC

t" e /(n—-1)! 1/(s—a)" nelN,aeC
1/t 1/+s

sin(at) a/(s* +a?) aeR
cos(at) s/(s® + a?) aeR
sinh(at) a/(s® - a?) a€R
cosh(at) s/(s? — a?) a€R

Fouriertransformation

f(t) Flfl(@)

111 2T sinc(wT) T>0

e t'/2 2me @' /2

ealtl 2a/(w? + a?) a>0

e 1g.00) (1) 1/(a+iw) a>0
Stammfunktionen

f(t) F(t)

te t*/(a + 1) a# -1

1/t In|t|

1/V1—t2 arcsin(t)
-1/V1 — x? arccos(t)

1/(t2+1) arctan(t)
el e

sin(t) —cos(t)
cos(t) sin(t)
1+ tan?(t) tan(t)
sinh(t) cosh(t)
cosh(t) sinh(t)
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