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Hiermit erklére ich, dass ich mich priifungsfahig fithle. Mir ist bekannt,
dass eine Priifung, die unter bekannten und bewusst in Kauf genom-
menen gesundheitlichen Beeintriachtigungen abgelegt wird, grundsétzlich
Giiltigkeit hat (§ 64 Abs. 1 Satz AllgStuPO).

Hiermit erklére ich, dass mir die fiir diese Priifung relevanten Zulassungs-
voraussetzungen aus der StuPO bekannt sind. Mir ist auflerdem bewusst,
dass ihre Nichterfiillung zur Ungiiltigkeit der Priifung fithren kann (§ 63
Abs. 2 AllgStuPO).

Hiermit erkldre ich, dass mir bekannt ist, dass die Teilnahme an der

Priifung eine ordnungsgeméfle Anmeldung voraussetzt, andernfalls die
Priifung nicht giiltig ist (§ 63 Abs. 1 AllgStuPO).

Es ist nur ein doppelseitig handbeschriebenes DIN A4-Blatt mit Notizen zu-
gelassen. Taschenrechner und Formelsammlungen sind nicht zugelassen. Eine
Laplace-Tabelle finden Sie auf der letzten Seite.

Die Losungen sind in Reinschrift auf A4-Bliattern abzugeben. Mit Bleistift und
in Rot geschriebene Klausuren konnen nicht gewertet werden.

Geben Sie immer den vollstindigen Rechenweg oder eine vollsténdige Be-
griindung an. Alle Lésungen miissen auf den Losungsbliattern stehen. Losungen
auf dem Deckblatt werden nicht bewertet.

Die Bearbeitungszeit betragt 90 Minuten.

Die Klausur ist mit 30 von 60 Punkten bestanden.

Korrektur




Losung zur Klausur 26. Februar 2024

1. Aufgabe 9 Punkte

Losen Sie das Anfangswertsproblem
y' + 5y + 6y = 2¢Puy(t), y(0) = -1, y'(0) =2
mit Hilfe der Laplacetransformation.

Hinweis: Es ist

0 firt<3
1 firt>3

Losung: Mit Y := L[y](s) ist im Laplace-Ber2ei0h
(Y +5-1—2)+5(sY +1) +6Y =e .
2
s+1

s+1
Y- (s?+55+6)+s—2+5=e2.

2 +55+6=(s+2)(s+3)
s+ 3 Qa3 B 1 e~ 3s
TGr26+43) 1D 13) 512 GrDGELGEE3)

Eine PBZ
2 1 2 1

= - + .
(s+1)(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3

Also

. Lo s 2 2 1

=— e - .
s+ 2 s+1 s+2 s+3

Riicktransformation ergibt die Losung fiir das AWP, ndmlich

(1) = e 4 ug(t) (o7 — 26720 4 (7B



2. Aufgabe 12 Punkte

Ermitteln Sie im R? die allgemeine Lésung %/(¢) des reellen Differentialgleichungs-
systems

2 1 1
=101 —-1|7
11 1
Losung:
Charakteristisches Polynom:
2—X 1 1
det| 0 1-x -1 | =C-NA-N*+1-(1-X)~-(2-N)
1 1 1—A
=(2-N)(1 -\

Hieraus folgt: 1 ist ein doppelter Eigenwert, 2 ist ein einfacher Eigenwert.

Eigenwert 2

Es ist
0 1 1 m 0
0 -1 -1 v =10 = v2=-v3, 0=v+v2—v3=0v] —2v3 = v =203
1 1 -1 U3 0
2
= Eigenraum span —1
1
2
— Fundamentallsung 7, (t) = e* | _1

1



Eigenwert 1

Es ist
1 vy 0
00 —=1]]w|=10| = v3=0, v3=-1
0 U3
1
— Eigenraum span -1
0
1
— Fundamentallosung 7»(t) = e' | —1
0

Der Eigenwert 1 hat also nur die geometrische Vielfachheit 1. Also fehlt ein
echter Hauptvektor. Ansatz:

11 1 hy 1
0 0 —1 hy | = | —1
1 1 0 hs 0
0 1
— h= ol+tal -1], aeR
1 0
0 1
— Fundamentallésung 73(t) = e’ ol+t| =1
1 0
Die allgemeine Losung lautet
1 0 1 2
g(t) = Cle" —1 1+ Cget 01+ t —1 + C362t —11,
0 1 0 1

Cl, OQ,C3 e R.



3. Aufgabe 14 Punkte

Eine reelle Funktion u(x,t) soll folgende Eigenschaften besitzen:

)2 102
ﬂ___?L:(), fir0<zx<m, t>0;

2
) =u(mt) =0 fir t > 0.
a) Bestimmen Sie alle solche Funktionen von der Form u(z,t) = X (x)T'(t),

wobei Sie sich auf nicht-konstante periodische Funktionen X (z) beschréanken
diirfen.

b) Ermitteln Sie durch Superposition eine Funktion u(x,¢) mit den Eigen-

schaften .
ou )
E(J;,O) = 6sin 3z,
u(z,0) = 7sin(4x) fir 0 <z <.
Losung:

a) Mit u(z,t) = X(x)T'(t) wird die partielle DGL zu
" 1 "
X'T — ZXT =0.

Division durch X7 und Umstellen ergibt
X" T
X AT
Es gibt demnach eine Konstante A mit
" "
Diese DGL sind verkappte lineare DGL:

A

X"-AX =0, T —4)\T =0.

Die Randbedingungen iibersetzen sich wie folgt

w(0,8) = u(mt) =0 = X(0)T(t) = X(m)T(t) =0 — X(0) = X(r) = 0.



Damit X nun periodisch und nicht-konstant ist, muss A negativ sein. Es
ist dann

X(z) = CycosV—Az + Cysin vV —Az.

Fiir = 0 hat man

Fiir x = 7 bleibt also

X(7) = Cysin (’K\/j\) =0.

Wenn nicht Cy = 0 gelten soll (und womit X (x) nun eine konstante Funk-
tion, ndmlich die Nullfunktion wére), muss A derart sein, dass

™=\ =nn
mit gewissen n € N, n > 0 gilt. Es ist also
A= —n?
Die Funktionen X (z) sind von der Form
X(x) = Cysinnz.

Die DGL fir T
T" —4NT =0

wird zu
T" +4n*T = 0

und wird durch
T(t) = C5cos2nt + Cysin2nt

gelost.

Insgesamt hat man als Losungen der Form u(z,t) = X (x)7(t) die Funk-
tionen
Cssinnx cos2nt und  Cgsin na sin 2nt.



b) Superposition iiber n liefert den Ansatz

0
u(z,t) = Z (A, sinnx cos 2nt + B, sinnx sin 2nt) .

n=1

Dann ist
ou >
n (x,t) = Z (—2nA,, sin nx sin 2nt + 2nB,, sin nx cos 2nt) .
n=1

Die Anfangsbedingung lautet somit

ou

ot

”
(x,0) = Z (2nB, sinnz) = 6sin 3z,
n=1

woraus B3 = 1 und By = 0 fiir k& # 3 folgt.

Fiir die Anfangsauslenkung ist

0
u(z,0) = Z A, sinnx = Tsindax.

n=1

Das ist erfiillt fiir Ay =7 und A, = 0 fiir & # 4.
Die Funktion

u(x,t) = 7sindx cos 8t + sin 3z sin 6t

besitzt die gewiinschten Eigenschaften.



4. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben ist das reelle Anfangswertsproblem (AWP)

/

Yy =—2xe?, y(1)=0.
a) Ermitteln Sie eine Losung dieses AWPs und geben dabei das maximale
Definitionsintervall dieser Losung an.

b) Zeigen Sie, dass Ihre gefundene Losung die einzige Losung des AWP ist.

Losung:

a) Die DGL ist trennbar. Mit TdV hat man (z.B.) den Ansatz
Yy T
| eran= | -2peae.

0 1
Auswertung der Integrale:

eV —1=—-2+1

e =—2*+2

y = In(—2% + 2)

Der maximale Definitionsbereich wird durch den Logarithmus eingegrenzt.
Es muss —2% + 2 > 0 gelten, d.h. das maximale Definitionsintervall ist

gleich | — V2, ﬂ[
b) Im Sinne des EES haben wir die Funktion F : R* — R mit
F(z,y) = —2ze™.
Wir betrachten die offene Menge G = R?%. Es gilt
F.(z,y) = —2e7Y, Fy(x,y) = 2xe™.
Diese partiellen Ableitungen sind auf ganz G (= R?) stetig,

damit ist F' auf ganz G stetig differenzierbar.

Der Anfangspunkt (1,0) liegt in G.
Damit gibt es nach dem EES genau eine maximale Losung des AWPs.

Diese Losung haben wir bereits gefunden.



5. Aufgabe 9 Punkte

Werten Sie die beiden folgenden Integrale mit den Mitteln der Laplace- und/oder
der Fourier-Transformation aus und benutzen Sie auch die Laplace-Tabelle auf
der letzten Seite dieser Klausur:

0 o0 C—4it
a) Jte_?’tcostdt: b) J

dt.
. o LA

Losung:

a) Es handelt sich um eine Laplace-Transformierte, die an einer bestimmten
Stelle ausgewertet wird:

ve]
J te 3 costdt = L [tcost] (3).
0

Mittels Laplace-Tabelle hat man

7 s?—1
E[tCObt] (S) = m
Wegen
9-1 8 2
t t == = ee—m = — = .
Elteostl®) = g3z =700 ~ 25 ~ 008
gilt also

© 2
J te M costdt = —.
. 25

b) Es handelt sich um eine Fourier-Transformierte, die an der Stelle 4 ausge-

wertet wird: )
o0 e—41t 1 4
——dt = F .
£w1+ﬁﬁ ll+#4()

Wir haben nur die Fourier-Korrespondenz

J-'l ! ](w)ﬂe—lwl.

1+¢2

Es ist mit dem Skalierungssatz

el pliel -5

Somit finden wir mit

dass




6. Aufgabe 7 Punkte

Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind, und geben Sie
dabei jeweils eine Begriindung an.

(Jede richtige und vollsténdig begriindete Antwort gibt die jeweils angegebenen Punk-
te. Antworten ohne Begriindung geben keine Punkte.)

Antworten Sie bitte nur auf Ihren Losungsbléittern!

a) (2 Punkte) Fiir die Faltung im Sinne der Laplace-Transformation gilt

Antwort: Wahr.

a) Direkte Berechung des Faltungsprodukts

t t t
el et=J eTet_TdT=J ethzetj dt = el - t.
0 0 0

B) Mittels Faltungssatz der Laplace-Transformation:

11 1 o
. = P .
s—1 s—1 (s—1)2 ¢

et*eto—o

b) (2 Punkte) Es gilt im Rahmen der Z-Transformation

3z N z
z2—1 2z-3°

Z[(3+3")ner, ] (2) =

Antwort: Wahr.
Mit Linearitéit der Z-Transformation und der bekannten Korrespondenz

Z{(a"ner] =
folgt
Z[(3 4 3")neno] (2) = 3Z [()neno] (2) + Z [(3")nero] (2)
_ z N z 3z n z



¢) (3 Punkte) Wenn ein kausales LTI-System auf das Eingangssignal a;, () = 1
mit dem Ausgangssignal a..(t) = e' antwortet, so hat es die Impulsant-
wort h(t) = e’

Antwort: Falsch.
Es gilt fiir kausale LTI-Systeme

ain (t) = h(t) = aou(t).
Die Behauptung fiihrt zur Aussage
1xe =e.

Daraus folgt im Laplace-Bereich

was offensichtlich falsch ist.



