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Aufgabe 1 (Separable Differentialgleichungen) (15 Punkte)
Gegeben ist das Anfangswertproblem

x?(t) 1

x'(t) + =0, x(0)=-. (1)
Vt+4 4

(a) Begriinde, warum die Losung des Anfangswertproblems (1) eindeutig ist. (4P)

(b) Begriinde, warum das Anfangswertproblem (1) separabel ist. (2P)

(c) Welche beiden Losungsansatze umfasst die Trennung der Verdnderlichen? (2P)

(d) Lose das Anfangswertproblem (1) durch Trennung der Veranderlichen. (6P)

(e) Bestimme den maximalen Definitionsbereich der in (d) berechneten Losung. (iP)
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Aufgabe 2 (Lineare Differentialgleichungssysteme) (18 Punkte)

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

0 1 2
X(t)=|-1 0 1|x(t), teR.
0 0 2

Hinweis: U == (1,0,1) " ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 2.

(a) Entscheide mit Begriindung, ob das System (2) homogen oder inhomogen ist.

(b) Welche Voraussetzungen muss ein System fiir den Exponentialansatz erfiillen?
Erfillt das System (2) diese Voraussetzungen?

(c) Bestimme die allgemeine, reellwertige Losung des Systems (2).

(d) Bestimme mithilfe von (c) eine Losung mit Anfangswert x(0) = (0,1,0) .

(2P)

(2P)
(12P)

(2P)
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Aufgabe 3 (Differentialgleichungen hoherer Ordnung) (17 Punkte)
Gegeben ist die inhomogene Differentialgleichung

x”(t) =2t % (t) — 4t ™2 x(t) = 308, t>0. (3)

(a) Welche Hypothese kann mit dem Wronski-Test getestet werden, und wie ist das allge-

meine Vorgehen beim Wronski-Test? (3P)

(b) Zeige, dass x; () := t* und x,(t) ==t~ die zugehorige homogene Differentialgleichung

von (3) 16sen und ein Fundamentalsystem bilden. (6P)

(c) Bestimme eine partikulare Losung von (3) durch Variation der Konstanten. (7P)

(d) Bestimme die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (3). (1P)
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Aufgabe 4 (Laplace-Ansatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen) (15 Punkte)

Gegeben ist das Anfangswertproblem

x'(t) + 2x(t) = tsin(2t), x(0) =-1. (4)
(a) Was ist eine stiickweise stetige Funktion exponentieller Ordnung? (4P)
(b) Wie und unter welchen Voraussetzungen kann die Laplace-Transformation invertiert
werden? (3P)
(c) Die Funktion f: [0,00) — C sei stetig und von exponentieller Ordnung. Beweise die

Multiplikationsregel

d

LIt fD](s) = = LIFD](5). (3P)

Hinweis: Die Existenz der Integrale/Ableitungen darf vorausgesetzt werden. Integration
und Differentiation diirfen ohne Begriindung vertauscht werden.

(d) Nutze (b), um die Laplace-Transformierte von f(t) = t sin(2t) zu berechnen. (2P)

Integraltransformationen und partielle Differentialgleichungen - Klausur - Ersttermin 5/8



Technische Universitat Berlin PD Dr. Robert Beinert
Institut fur Mathematik

(e) Nutze (c), um die Laplace-transformierte Losung £[x(t)](s) von (4) zu berechnen. (sp)
Hinweis: Die Rucktransformation ist nicht erforderlich.

Aufgabe 5 (Partielle Differentialgleichungen) (15 Punkte)

Gegeben ist das Anfangswertproblem
0 0
Eu(x,t) +(1-x) a—u(x,t) =0, u(x,0)=3Vl-x-3, -1<x<11t>20. (5
X

(a) Bestimme (mit Begriindung) die Ordnung der Differentialgleichung. (2P)
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(b) Verwende den Separationsansatz
u(x,t) =X(x)T(t)

und stelle Differentialgleichungen fiir X (x) und T(¢) auf. (4P)
(c) Lose die beiden aufgestellten Differentialgleichungen aus (b). (6P)

(d) Verwende das Superpositionsprinzip fiir die Losungen aus (c), um eine Losung des
Anfangswertproblems (5) zu finden. (3P)
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Laplacetransformation

£(t) LIf1(s)

1 1/s

t" n!/s"t1 nelN

e 1/(s—a) aeC

t" e /(n—-1)! 1/(s—a)" neN,aeC

1/\nt 1/+s

sin(at) a/(s* + a?) a€R

cos(at) s/(s® + a?) a€R

sinh(at) a/(s? - a?) a€R

cosh(at) s/(s? = a?) a€R
Fouriertransformation

fQ@) Flf1(@)

111 2T sinc(wT) T>0

e 1’12 @e—wz/z

ealtl 2a/(w?* + a®) a>0

Stammfunktionen

£(b) F(1)

te t /(a + 1) a# -1

1/t In|t|

1/(1-1) In(1/(1-1))

e el

sin(t) —cos(t)

cos(t) sin(t)

sinh(t) cosh(t)

cosh(t) sinh(t)
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