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Aufgabe 1 (Separable Differentialgleichungen) (15 Punkte)
Gegeben ist das Anfangswertproblem
20+ 28 o e =1 )
Vitd 4
(a) Begriinde, warum die Losung des Anfangswertproblems (1) eindeutig ist. (4P)
(b) Begriinde, warum das Anfangswertproblem (1) separabel ist. (2P)
(c) Welche beiden Losungsansatze umfasst die Trennung der Verdnderlichen? (2P)
(d) Lose das Anfangswertproblem (1) durch Trennung der Veranderlichen. (6P)
(e) Bestimme den maximalen Definitionsbereich der in (d) berechneten Losung. (iP)

Losung zu Aufgabe 1

(a) Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

2

N
G(t,n) =-
! Vit + 4
2
3 n 3 2n
2G(t ) = —— 2G(tg) = -
B oY e R T Y

—

—

partielle Ableitungen stetig auf der offenen Menge U = (—4, o) X R
Eindeutigkeit wegen (0,1/4) € U.

(b) Separabel: Die Differentialgleichung hat die Form

’

x'(t) = f(t) g(x())

fir stetige Funktionen

f:(-4,0) > R, tr

1

Vi+4

gR—>R, n- -5

(c) Losungsansitze:

1. x(t) = xo fir jede Nullstelle von g.
2. x(t) 16st G(x(t)) = F(t) fir G = [ 1/g(n) dpund F = [ (1) dt.

(d) Trennung der Verinderlichen:

t t
1 t
EdE:J de=2|VEta|l =2vita—4a
Z‘J'fU»O\/(gTéy l’+‘0 "

4 Punkte

2 Punkte

2 Punkte

6 Punkte
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x(t)

Lo J_d,,_ '

Xo 1/4

t) 1

1/4 _E_

—  x(t) =

2Nt +4
(e) Nullstelle Nenner:

I+4=0 — t; = —4.
Maximaler Definitionsbereich: + Punkt

th=0€ (—-4,00) — x:(—4,0)—> R.

Aufgabe 2 (Lineare Differentialgleichungssysteme) (18 Punkte)

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

0 1 2
X(t)y=[-1 0 1]|X(t), teR. (2)
0 0 2

Hinweis: U == (1,0,1) T ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 2.

(a) Entscheide mit Begriindung, ob das System (2) homogen oder inhomogen ist. (2P)
(b) Welche Voraussetzungen muss ein System fiir den Exponentialansatz erfiillen?

Erfillt das System (2) diese Voraussetzungen? (2P)
(c) Bestimme die allgemeine, reellwertige Losung des Systems (2). (12P)
(d) Bestimme mithilfe von (c) eine Losung mit Anfangswert x(0) = (0,1,0) . (P)

Losung zu Aufgabe 2

(a) Homogen: System hat die Form x’(t) = A(t) X(t). 2 Punkte

(b) Exponentialansatz: Lineares, (homogenes) System 1. Ordnung mit konstanter Sys- . punkte
temmatrix A(t). Ja, die Bedingungen sind erfiillt.

(c) Charakteristisches Polynom: 3 Punkte

A +22 -1 +2=-(A=-2)(A*+1). — A =2, Ny3==i

Eigenvektor zu i: 4 Punkte
-1 1 2 -1 1 2
-1 -i 1 v=0 - 0 0 1+2i|lv=0
0 0 2-i1 0 0 2-1
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— v3=0, -iv;+v,=0 — vy=iv; — zB.v=(14,0)"

Real- und Imaginirteil bestimmen: 3 Punkte
1 1 cos(t) sin(t)
Xp(t) =€ |i|=(cos(t) +isin(¢))|i|=|-sin(t)|+i|cos(t)
0 0 0 0
Allgemeine Losung: 2 Punkte
1 cost sint
X(t) =C1e®|0|+C, | —sint |+ Cs | cost (C1,Cy,C3 € R)
1 0 0
(d) Anpassen an Anfangswert: 2 Punkte
1 1 0 , 0
E(O):Cl 0l+Cr |0|+C3|1|=]1 — C;=Cy=0, C3 =1.
1 0 0 0
sin ¢
—  X(t) =|cost].
0
Aufgabe 3 (Differentialgleichungen hoherer Ordnung) (17 Punkte)
Gegeben ist die inhomogene Differentialgleichung
x”(t) =2t % (t) — 4t ™2 x(t) = 308, t>0. (3)
(a) Welche Hypothese kann mit dem Wronski-Test getestet werden, und wie ist das allge-
meine Vorgehen beim Wronski-Test? (3P)
(b) Zeige, dass x;(t) = t* und x,(t) = t~! die zugehorige homogene Differentialgleichung
von (3) 16sen und ein Fundamentalsystem bilden. (6P)
(c) Bestimme eine partikuldre Losung von (3) durch Variation der Konstanten. (7P)
(d) Bestimme die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (3). (1P)

Losung zu Aufgabe 3

(a) Wronski-Test: Test auf lineare Unabhéngigkeit der Losungen xj, .. ., x,, einer homoge- 3 punkee
nen Differentialgleichung. Hierfiir muss die Wronski-Matrix

xi(t) ... xp(2)
detw(t)=| Col#0
O IS )

fir ein (und damit fiir alle) ¢ im Definitionsbereich sein.
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(b) Homogene Losungen:

xp: 1282 =8t —4t’=0 /
o 20042t —4t3=0 V

Fundamentalsystem: Lineare Unabhangigkeit:

1 1
4 -1

’:—57&0

Vollstandigkeit: Ordnung 2

(c) Ansatz und Gleichungssystem:
o 2 ) = o)
4 -2 \Cy(t)) — \30¢°
Integration der Ableitungen:
Ci(t) =6t,  Cy(t) =—t°
Partikulire Losung:
xp(t) =6ttt =107 =5
(d) Allgemeine Losung;:

x(t) =5¢° + Cyt* + Cot ™! (C1,Cr € R)

Aufgabe 4 (Laplace-Ansatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen) (15 Punkte)

Gegeben ist das Anfangswertproblem
x'(t) + 2x(t) = tsin(2t), x(0) =-1. (1)

(a) Was ist eine stiickweise stetige Funktion exponentieller Ordnung? (4P)

(b) Wie und unter welchen Voraussetzungen kann die Laplace-Transformation invertiert
werden? (3P)

(c) Die Funktion f: [0,00) — C sei stetig und von exponentieller Ordnung. Beweise die
Multiplikationsregel

LIt F D)) =~ LLFDIES). "

Hinweis: Die Existenz der Integrale/Ableitungen darf vorausgesetzt werden. Integration
und Differentiation diirfen ohne Begriindung vertauscht werden.

(d) Nutze (b), um die Laplace-Transformierte von f(t) = t sin(2t) zu berechnen. (2P)
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(e) Nutze (c), um die Laplace-transformierte Losung £[x(t)](s) von (4) zu berechnen. (sp)
Hinweis: Die Riicktransformation ist nicht erforderlich.

Losung zu Aufgabe 4

(a) Stiickweise Stetigkeit: f hat auf jedem beschriankten Intervall hochstens endlich viele

Sprungstellen. Der rechts- und linksseitige Grenzwert existiert an allen Sprungstellen.

Exponentielle Ordnung y: Es gibt ein C > 0, sodass

()] <Ce Vit > o0,

(b) Laplace-Inversion: Sei f: [0, co) stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung.

Ist w — L[f](c + iw) absolut integrierbar, dann kann f in allen Stetigkeitspunkten
t > 0 rekonstruiert werden durch

[Se]

e(Tt Py ) 1 )
f(t) = o J‘ F(o +iw) e dw = gy J F(o + iw) eloHiolt 4.,
T T

- —00

(c) Multiplikationsregel:

(o] (o]

L[t F(D)](s) = J tF(t) et dt = J £(1) - (—%e_“) dt

0

= _d%(f f(t)e™ dt) = —dis LIf(@®)](s).
0

(d) Laplace-Transformation:

2 225 s

. d
L[tsin(2t)](s) = "L Zta = (s2+4)2  (s2+4)%

(e) Transformation Differentialgleichung:

(sX(s)+1)+2X(s) =

s?+4
X(s) 4s 1
- ) = - , -
(s+2)(s2+4) s+2
Aufgabe 5 (Partielle Differentialgleichungen) (15 Punkte)

Gegeben ist das Anfangswertproblem
0 0
au(x,t) +(1-x) a—u(x,t) =0, u(x,0)0=3Vli-x-3, -1<x<1,t>0. (5
X

(a) Bestimme (mit Begriindung) die Ordnung der Differentialgleichung. (2P)

Integraltransformationen und partielle Differentialgleichungen - Klausur - Ersttermin 6/8

2 Punkte

2 Punkte

3 Punkte

3 Punkte

2 Punkte

3 Punkte



Technische Universitat Berlin PD Dr. Robert Beinert
Institut fur Mathematik

(b) Verwende den Separationsansatz
u(x,t) =X(x)T(t)

und stelle Differentialgleichungen fiir X (x) und T(¢) auf. (4P)
(c) Lose die beiden aufgestellten Differentialgleichungen aus (b). (6P)

(d) Verwende das Superpositionsprinzip fiir die Losungen aus (c), um eine Losung des
Anfangswertproblems (5) zu finden. (3P)

Losung zu Aufgabe 5

(a) 1. Ordnung: Die hochsten partiellen Ableitungen nach x und ¢ sind vom Grad 1.
(b) Ansatz einsetzen:

()  (1-x)X'(x)
I X

— T'()-yT(t) =0, (1-x)X'(x)+yX(x)=0

X(x)T'(t) + (1—x) X' (x) T(t) =0

(c) Differentialgleichung in T
T'(t) =yT(t) — T,(t)=e"
Differentialgleichung in X:
(1-x)X'(x) +yX(x) =0 — X'(x) = —i X (x)
& x00 = e < () Sy
(d) Superpositionsprinzip:

uy(x, t) = e'(1-x)) — uy (x,0) = (1-x)"

—  u(x,0) =3uy/2(x,0) — 3up(x,0) — u(x,t):3e'/2\/1—x—3
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Laplacetransformation

£(t) LIf1(s)

1 1/s

t" n!/s"t1 nelN

e 1/(s—a) aeC

t" e /(n—-1)! 1/(s—a)" neN,aeC

1/\nt 1/+s

sin(at) a/(s* + a?) a€R

cos(at) s/(s® + a?) a€R

sinh(at) a/(s? - a?) a€R

cosh(at) s/(s? = a?) a€R
Fouriertransformation

fQ@) Flf1(@)

111 2T sinc(wT) T>0

e 1’12 @e—wz/z

ealtl 2a/(w?* + a®) a>0

Stammfunktionen

£(b) F(1)

te t /(a + 1) a# -1

1/t In|t|

1/(1-1) In(1/(1-1))

e el

sin(t) —cos(t)

cos(t) sin(t)

sinh(t) cosh(t)

cosh(t) sinh(t)
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