Technische Universitat Berlin PD Dr. Robert Beinert
Institut fur Mathematik

Integraltransformationen und partielle Differentialgleichungen
(Klausur - Zweitermin)

8. April 2026 Wintersemester 2025/26

NAME:

VORNAME:

MATRIKELNUMMER:

STUDIENGANG:

Erklirung des Studierenden / der Studierenden:
Hiermit erklare ich, dass

« mir die fiir diese Priiffung relevanten Zulassungsvoraussetzungen aus der StuPO bekannt
sind. Mir ist auflerdem bewusst, dass ihre Nichterfiillung zur Ungiiltigkeit der Priifung
fihren kann (§ 63 Abs. 2 AllgStuPO).

« mir bekannt ist, dass die Teilnahme an der Priifung eine ordnungsgeméafie Anmeldung
voraussetzt, andernfalls die Prifung nicht giiltig ist (§ 63 Abs. 1 AllgStuPO).

« mir bekannt ist, dass eine Priifung, die unter bekannten und bewusst in Kauf genom-
menen gesundheitlichen Beeintrachtigungen abgelegt wird, grundsatzlich Giiltigkeit
hat (§ 64 Abs. 1 Satz AllgStuPO).

Ich fithle mich prifungsfahig.

Datum, Unterschrift

Musterlosung

Integraltransformationen und partielle Differentialgleichungen - Klausur — Zweitermin 1/13



Technische Universitat Berlin PD Dr. Robert Beinert
Institut fur Mathematik

Hilfsmittel

Zugelassen ist ein doppelseitig handbeschriebenes DIN A4-Blatt mit Notizen.

« Taschenrechner und Formelsammlungen sind nicht zugelassen.

Klausur

Die Klausur besteht aus 5 Aufgaben.
Zum Bestehen sind 40/80 Punkte hinreichend.
Die Bearbeitungszeit betragt 9o Minuten.

Die Losungen inklusive Rechenweg/Begriindung sind mit einem dokumenten-
echten Stift auf dem bereitgestellten Papier abzugeben.

Die Aufgaben sind ausschliefllich mit den Methoden der Vorlesung zu losen.

Klausureinsicht: Dienstag, den 14. April 2026, 10:00-11:00 Uhr, H 2038.
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Laplacetransformation

£(t) LIf1(s)

1 1/s

t" n!/s"+1 nelN

e 1/(s—a) aeC

t"led/(n-1)! 1/(s—a)" neN,aeC

1/t 1/+/s

sin(at) a/(s* + a?) aeR

cos(at) s/(s? + a?) aeR

sinh(at) a/(s® — a?) aeR

cosh(at) s/(s* —a?) aeR
Fouriertransformation

f(@) Flfl(w)

1_r7(t) 2T sinc(wT) T>0

e—t2/2 \/ﬁe‘“z/z

ealtl 2a/(w? + a®) a>o0

Stammfunktionen

f() F(t)

t* t* ) (a + 1) a# -1

1/t In|t|

1/(1-1) In(1/(1-1)) t<1

el e!

sin(t) —cos(t)

cos(t) sin(t)

sinh(t) cosh(t)

cosh(t) sinh(t)

1/V1-¢2 arcsin(t) [t] <1

1/(t? + 1) arctan(t)

1/(tIn(t)) In([In(2)]) t>0,t#1
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Aufgabe 1 (Separable Differentialgleichungen) [15 Punkte]
Gegeben ist das Anfangswertproblem
x'(t) = 3t%y/1 = x2(¢t), (1a)
x((5)") = 4. (1b)
(a) Begriinde, warum die Losung des Anfangswertproblems (1a-1b) eindeutig ist. (4P)
(b) Begriinde, warum die Differentialgleichung (1a) separabel ist. (2P]
(c) Bestimme alle konstanten Losungen der Differentialgleichung (1a). [2P]
(d) Lose das Anfangswertproblem (1a—1b) durch Trennung der Verdnderlichen. [6P]
Hinweis: arcsin: [—1,1] — [=7/2,7/2], arcsin(V3/2) = /3.
(e) Bestimme den maximalen Definitionsbereich der in (d) berechneten Losung. [1P]
Integraltransformationen und partielle Differentialgleichungen - Klausur - Zweitermin 4/13



Technische Universitat Berlin PD Dr. Robert Beinert
Institut fir Mathematik

Losung zu Aufgabe 1

(a) Existenz- und Eindeutigkeitssatz:
G(t,n) =3t*\1 -2
~ g0 == o =L
—  partielle Ableitungen stetig auf der offenen MengeU =R X (-1,1)

—  Eindeutigkeit wegen ((7/3)*,V3/2) € U.
(b) Separabel: Die Differentialgleichung hat die Form
x'(t) = f(£) g(x(1))
fur stetige Funktionen
f:R—>R, ¢t~ 3t g: [-1,1] = [0,00), 15> 1-1%

(c) Konstante Losungen:

g(n)=+1-n2=0 — np=%1 — x(t)=1undx(t) =-1

(d) Trennung der Verinderlichen:

t

t
t
— 2 _ |3 _ 43 _
[row= [ sea-[e]  -r-3
to (7{/3)1/3
x(t) x(t)
| siin=| = dn=faresinGn) [ = arcsince) - 5
= —_— = = |arcsin = arcsini(x -z
o ) i "l 3
X0 \/3/2

—  x(t) =sin(#?)
(e) Wertebereich Arkussinus:
arcsin: [-1,1] — [—%, %]

Maximaler Definitionsbereich:

W=

—
STE]
~
W=

Pel-55 — te[-3)

3
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Aufgabe 2 (Lineare Differentialgleichungssysteme) (18 Punkte]

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

0 -4 4
X(t)=10 1 0]|xX(t), teR. (2)
-1 1 0

Hinweis: v == (0,1,1) T ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.

(a) Bestimme die Dimension des Losungsraums von (2). Begriinde deine Antwort. [2P]
(b) Bestimme die allgemeine, reellwertige Losung des Systems (2). [12P]
(c) Bestimme mithilfe von (b) eine Lésung mit Anfangswert X(0) = (0,1,2) . [2P]
(d) Begriinde, warum die Losung in (c) eindeutig ist. (2P]
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Losung zu Aufgabe 2

(a) Dimension: 3, da X(t) € R>.

(b) Charakteristisches Polynom:
P+ -4l +4=-A-1)A*+4). — A =1, Ay3==+2i

Eigenvektor zu 2i:

-2i -4 4

0 1-2i 0 |v=0

-1 1 =2

—  0y=0, =2iv;+43=0 — v;=-2ivs — zB.U=(=2i0,1)"

Real- und Imaginirteil bestimmen:

—-2i —-2i 2 sin(2t) —2cos(2t)
X(t) =e®| 0 |=(cos(2t) +isin(2t))| 0 |= 0 +1i 0
1 1 cos(2t) sin(2t)

Allgemeine Losung:

0 2 sin(2t) —2cos(2t)
)?(t) =C e'l1 + Cy 0 + C3 0 (Cl,CQ,ng S ]R)
1 cos(2t) sin(2t)

(c) Anpassen an Anfangswert:

0 0 -2 ' 0
;(O):Cl 1|+C |0|+C5| 0 |=]|1 - Ci=Cy=1,C3=0.
1 1 0 2
2 sin(2t)
-  X(t) = el

e! + cos(2t)

(d) Eindeutigkeit: System-Matrix (konstant) und rechte Seite (null) sind stetig auf R.
Damit folgt die Eindeutigkeit aus dem EES fiir Systeme.
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Aufgabe 3 (Differentialgleichungen hoherer Ordnung) (17 Punkte]

Gegeben ist die inhomogene Differentialgleichung
x”(t) — 2t 2 x(t) = 4t, t>0. (3)

(a) Schreibe (3) in das zugehorige lineare Differentialgleichungssystem um. [3P]

(b) Zeige, dass x;(t) = t? und x,(t) == t~! die zugehorige homogene Differentialgleichung

von (3) 16sen und ein Fundamentalsystem bilden. [6P]
(c) Bestimme eine partikuldre Losung von (3) durch Variation der Konstanten. [7P)
(d) Bestimme die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (3). [1P]
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Losung zu Aufgabe 3

(a) Lineares System: Setze xi () := x'*"V(¢). Dann gilt

x(®)) (0 1\ (x()) (o0
x(t)] ~\2t72 0 \xo(t)) T \4t)”
(b) Homogene Losungen:
x1: 2-2=0 V
X0 27 -2t7=0 V
Fundamentalsystem: Lineare Unabhangigkeit:

2 1

detw(1) =], o =

=-3%£0

Vollstandigkeit: Ordnung 2

(c) Ansatz und Gleichungssystem:

>tV (Cit)) _ (o
2t —t72)\Cy(t)) ~ \4t

Integration der Ableitungen:

Ci(t)) 1 (-t7?
Cy(t)) ~ 3\ -2t

Ci(t)y=%t, C(t)=-3¢*

Partikulire Losung:

pt)=4t-P -1t =01
(d) Allgemeine Losung;:

x(t) =t + Cit? + Cot ™! (C1,C, € R)

-t (0) [ 43
Rl
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Aufgabe 4 (Laplace-Ansatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen) [15 Punkte]

Gegeben ist das Anfangswertproblem

, _Jo, t <3,
x"(t) +4x(t) = {cos(2(t _3). 133 (42)
x'(0) = -1, x(0) = 0. (4b)

(a) Begriinde, warum die rechte Seite von (4a) stiickweise stetig und von exponentieller
Ordnung ist. [4P]

(b) Wie und unter welchen Voraussetzungen kann die Laplace-Transformation mithilfe der
Fourier-Transformation berechnet werden? [3P]

(c) Die Funktion f: [0,00) — C sei stetig und von exponentieller Ordnung. Fir t, > 0,
beweise den Verschiebungssatz

LIf(t=t0)](s) = e LIF(1)](5). (3]

Hinweis: Setze f(t) :==0firt < 0.
(d) Nutze (c), um die Laplace-Transformierte der rechten Seite von (4a) zu berechnen. [-p]

(e) Nutze (d), um die Laplace-transformierte Losung X (s) von (4a—4b) zu berechnen. [sp]
Hinweis: Die Riicktransformation ist nicht erforderlich.
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Losung zu Aufgabe 4

(a) Stiickweise Stetigkeit: f(t) := u3(t) cos(2(t — 3)) ist stetig auf [0, 3) U (3, o).
Die Grenzwerte f(34+) = 1 und f(3—) = 0 existieren.
Exponentielle Ordnung;:

If(t)] <e” Vvt>o.
(b) Zusammenhang: Setze f(¢) =0 fiirt < 0und s = 0 + iw. Dann gilt
L[f1(s) = Fle™" f(H)](w),

falls t +> e~ ' f(t) absolut integrierbar ist.

(c) Verschiebungssatz:

L= 1) = [ fe- e de = [ Fes o dr =0 LIF 01
0 0

(d) Laplace-Transformation:

s
s2+4

L[us(t) cos(2(t = 3))](s) = e L[cos(2t)](s) = e

(e) Transformation Differentialgleichung;:

N

s +4
S 1

(sz+4)2_32+4

(sX(s)+1) +4X(s) =

- X(s) = e 3
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Aufgabe 5 (Partielle Differentialgleichungen) [15 Punkte]

Gegeben ist das Anfangswertproblem

3u§;, b _ xIn(x) auf;)c(, ) =0, (52)
u(x,0) =In(x) - ﬁ, (5b)
x>1,t>0. (5¢)

(a) Bestimme die Ordnung der Differentialgleichung (5a). Begriinde deine Antwort.  [2p]

(b) Verwende den Separationsansatz
u(x,t) =X(x)T(t)

und stelle Differentialgleichungen fiir X (x) und T(¢) auf. [4P]
(c) Lose die beiden in Teil (b) aufgestellten Differentialgleichungen. (6P)

(d) Verwende das Superpositionsprinzip fiir die Losungen aus (c), um eine Losung des
Anfangswertproblems (5a-5c¢) zu finden. [3P]
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Losung zu Aufgabe 5

(a) 1. Ordnung: Die hochsten partiellen Ableitungen nach x und ¢ sind vom Grad 1.

(b) Ansatz einsetzen:

T'(t) xIn(x)X'(x)
T(t)  X(x) n
—  T'(t)-yT(t) =0, xIn(x)X'(x)-yX(x)=0

X(x)T'(t) —xIn(x) X' (x) T(t) =0

(c) Differentialgleichung in T:
T'(t) =yT(t) — T,(t) =e"
Differentialgleichung in X:

xIn(x) X'(x) —yX(x) =0 — X'(x)=

Y
x In(x) X(x)

— X, (x) = /O = In(x) | = In¥(x)
(d) Superpositionsprinzip:
u(x,t) =e"In’(x) —  u(x,0) =In"(x)
- u(x,0) =In(x) — Ini = uy(x,0) — 5u_1(x,0)

(x)
;5

In(x)

—  u(x,t) =e'ln(x) —e”

Integraltransformationen und partielle Differentialgleichungen - Klausur - Zweitermin 13/13



