Rechenteil

1. Aufgabe (742 Punkte)

a) Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix: Charakt. Polynom:

3—-X 0 0
det (A—AE)=| 2 3—-X 0 |=(3-)N2*4-)N.
1 14—

Wir erhalten A; = 3 (doppelter EW) und Ay = 4.  Eigenvektoren zu A; = 3:

0 0O
(A—ME)@d={(2 0 0 T=0 < vy=0und vy +v3=0
1 11
ergibt
0
R |
1

Es gibt keinen weiteren, von ¢V linear unabh. Eigenvektor zu A; = 3. Die alge-
braische Vielfachheit von A; ist aber 2. Daher suchen wir einen weiteren Hauptvektor

W mit
000 0
(A-MNE)d=1[2 0 0| - W=V =1|-1
111 1
Dieses System wird z. B. gelost durch
— def 1 -1
3
A2 = 4 ist einfacher Eigenwert.
-1 0 0
(A—)\QE)U: 2 =1 0)7=0 << v3 = v9 = 0.
1 1 0

Eigenvektor zu Ay = 4 ist daher:

7 < o
1

Wir erhalten als Fundamentalsystem:

0
f(l)(t) — et)‘ll_)“) — 637& -1
1

Y



=My A ME G = ™ [ + (A — A\ E)w] = ™[ + toV)]
k=0
e 0 —1/2
= 3t 3 0 |+t -1 = e3t —t ,
3 1 3/2+1t
0
5(3) (t) _ etAzl—}»(Q) _ 641t 0
1

Allgemeine Losung des Systems

Z(t) = C1 7V (t) 4+ CLE@ (1) + C573) (1)

0 —1/2 0
=3t | =1 | + Coe® —t +Cse* 0|, €y, Cy, Cy Konstanten.
1 3/2+t 1

b) Zur Losung des Anfangswertproblems sind die Konstanten Cy, Cy, C3 aus (a) so zu
bestimmen, dass die Anfangsbedingung erfiillt wird, d.h.

—1 3 0 C —1 0
3 =20)=) Cin(0)=C [ -1+ 0 | +C5(0
2
1 k=1 1 3 1
Dies ergibt das Gleichungssystem

0 5 0 Ch ~1

-1 0 0]- 02 = 3 <:>02:2, 01:—3

1 21 Cy 1

und03:1—01—36’2/2:1.

Die Losung des Anfangswertproblems lautet somit

0 —~1/2 0
Ft)= -3 [ -1 +2 [ —t | +e* [0
1 3/2+t 1

2. Aufgabe (3+6 Punkte)

a) Mit der Einheitssprungfunktion u, gilt:

f(t) = ui(t) — us(t).

Mit dem Verschiebungssatz folgt nun:

(6—5 o 6—35)

L[f1(s) = Llua(t) — us(t)](s) =

[V



b) Die Anwendung der Laplace-Transformation auf das AWP ergibt :
L[f](s) = L1]y" +25y] () = s*L[yl(s) — ¥/ (0) — sy(0) + 25L[y](s)
= (s +25) L[y](s) — 3 + 2s.

1 3—2s 1 3—2s
L = ———0L = TS e )
= L6 = Gt s T sm T ) T
Partialbruchzerlegung:
1 _As+B C

(2125 £1m

Einsetzmethode liefert:

1 1
C: _ —
(524—25)50 25

1 1 1
AsivB=(~) =—=""sA=_"wmdB=0
o <s>s_5i 5 5 25 ’

also

1 11 s
s(s24+25) 25 \s s2+25)°

Wir erhalten

1 /1 s _s  _3s 3—12s
L) = 55 (5 N $2+25> (=) oo
1
=3 (L[1](s) — Llcos (51)](s)) (75 — ™) + gﬁ[sin (5t)](s) — 2L][cos (5t)](s).
Riicktransformation ergibt mit dem Verschiebungssatz

1
- 25

y(t) (ur(t)(1 — cos5(t — 1)) — ug(t)(1 — cos5(t — 3)))+ g sin (5t) — 2 cos (5t).

3. Aufgabe (54443 Punkte)

a) Einsetzen des Produktansatzes u(x,t) = F(z)G(t) in Dgl. ergibt
F(x)G'(t) = ug(x,t) = bug,(x,t) = 5F"(2)G(¢),

damit

G'(t) _ F'(z)
5G() . Fla)

=\ ( Konstante ),

d.h.
F'"(z) = AF(x), G'(t) =5A\G(t).
Die allgemeine Losung der Gleichung fiir G lautet:

G(t) = Ce®,  (C Konstante .



Die Bedingung
fim (0 =0

ist dann und nur dann erfiillt, wenn
A <.
In diesem Fall lautet die allgemeine Losung der Gleichung fiir F":
F(x) = AcosvV/ =Mz + BsinvV—-\z, z€R.

Wir erhalten

u(z,t) = F(x)G(t) = (A cos v/ —\z + Bsin \/—_)\x> Ce™M,
= (a cos V—Az + Bsin \/—_)\x> e,

mit neuen Konstanten.
Mit
ug(x,t) = V—=A <—a sin vV —Az + [ cos v —Ax) oM

ergibt Einsetzen in die (homognen) Randbedingungen:
0 = u,(0,t) = V=A3e und 0 = u(n/2,t) = (a cos V—Am/2 + Bsin Vv —)\7r/2> P

fiir alle t > 0 und damit 5 = 0 und acos (v —A7/2) = 0.

Sofern o # 0, muss cos (v —A7/2) = 0 gelten. Daher muss v/—\ eine ungerade ganze
Zahl sein, also

V-A=2m—1, A=—(2m —1)> mit m € N.
Damit erhalten wir

u(z,t) = alcos (2m — 1)z)e @D 1y e N

Durch Uberlagerung dieser Losungen erhalten wir wieder eine Losung der Dgl. mit
den homognen Randbedingungen :

u(z,t) = Z Qi (cOs (2m — 1)z) e 5Cm=1%t,
m=1
Mit der Anfangsbedingung fiir u folgt
3cosx — 2cos3x = u(z,0) = Z Qi cos (2m — 1)z,
m=1

Koeffizientenvergleich ergibt
ap =3, und ay = —2, sonst «,, = 0.
Damit lautet die Losung des AWP

w(z,t) = 3(cosz) e ™ — 2 (cos 3z) e >3 = 3 (cosz) e — 2 (cos 3x) e~



