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7. Aufgabenblatt

Musterlosung

Aufgabe 1 — Modellauswahl (50%)

Durch den Vergleich zweier Markov-Modelle ldsst sich in der Bioinformatik ent-
scheiden, ob eine DNA-Sequenz zu einer CpG-Insel gehort (X = w) oder nicht
(X = f). Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten P(Y;y]Y;, X = f) zwischen
aufeinander folgenden Nukleotiden gilt:

X=f X=w
Yi=a Yi=c Y=g Y=t |Vi=a YVi=c Y=g Y=t
Yisi=a | 0.30 0.32 0.25 0.18 0.18 0.17 0.16 0.08
Yisein=c¢| 0.20 0.30 0.25 0.24 0.27 0.37 0.34 0.36
Yisei=9 | 0.29 0.08 0.29 0.29 0.43 0.27 0.37  0.38
Yiii=t | 021 0.30 0.21 0.29 0.12 0.19 0.13 0.18

Der Anfang Y; € {qa, ¢, g,t} einer DNA-Sequenz wird als gleichverteilt angenom-
men: P(Yy =a)=P(Yy=¢)=PY,=9)=P(Y1=1) =0.25.

(a) Berechnen Sie die Likelihood der DNA-Sequenz , TCGCGA*“ fiir beide Mo-
delle! Fiir welches Modell wiirden Sie sich ohne weitere Informationen geméfl
der Maximum-Likelihood-Methode entscheiden?

e Likelihood fiir X = f

PY|IX=f) = PVi=t)PYa=c[Yi=t,X =f)
- PYs=yglYa=c X = )PYi=c]Y3=9 X =)
- PYs=glYa=c,X=[)PYs=alYs=9,X =)
= 0.25-0.24-0.08-0.25-0.08 - 0.25
= 0.082-0.24-0.25°
~ 2.400-107°



e Likelihood fiir X = w

PY[X=w) = PM=t)PYa=clY1=tX =w)
PYs=glYo=c, X =w)P(Y,=c|Ys=9g,X =w)
PYs=glYs=c, X =w)P(Ys=a|Ys =g, X =w)
0.25-0.36-0.27-0.34-0.27 - 0.16

0.16-0.25 - 0.27%-0.34 - 0.36

~ 3.569-1074

e Das Modell X = w hat die gréflere Likelihood. Deshalb nimmt die Ma-
ximum-Likelihood-Methode an, dass die beobachtete DNA-Sequenz
Y =, TCGCGA“ zu einer CpG-Insel gehort.

(b) Wie hoch ist die Posterior-Wahrscheinlichkeit, dass diese DNA-Sequenz
zu einer CpG-Insel gehort? Verwenden Sie P(X = w) = 0.2 als Prior-
Wabhrscheinlichkeit!

P(Y|X = w)P(X = w)
PYX =w)P(X =w) + P(Y[X = /)P(X = f)
3.569 - 10~ - 0.2

= ~ 0.7880
3.569 - 10=4- 0.2 +2.400 - 10—° - 0.8

P(X = uwly) =

(c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(Y7; = ¢|,TCGCGA*"), dass das
néchste Nukleotid Y7 = g ist! Beriicksichtigen Sie dabei beide Modelle.

P(Yz=glY) = PYr=glYs=a,X=[)P(X=[[Y)
+ PYr=g|Ys=0a,X =w)P(X =wl|Y)
~ 0.29-0.2120 + 0.43 - 0.7880 ~ 0.4003

(d) Andert sich diese Vorhersage, wenn Sie nur das wahrscheinlichste Modell
geméifl der MAP-Methode beriicksichtigen?

e Nach der MAP-Methode ist das Modell X = w zutreffend. Somit wird
fiir die Vorhersage angenommen, dass die DNA-Sequenz zu einer CpG-
Insel gehort. Daraus folgt dann sofort P(Y7 = g|, TCGCGA*) = 0.43.

e Im Gegensatz dazu beriicksichtigt die Mittelung auch das andere, nicht
so wahrscheinliche Modell X = f. Dies fiirt zu unterschiedlichen Vor-
hersagen, insbesondere weil ca. 21% Wahrscheinlichkeit fiir eine Lage
auBlerhalb einer CpG-Insel nicht zu vernachléssigen sind.



Aufgabe 2 — Parameterschitzung (50%)

Die Berliner S-Bahn ist dafiir bekannt, dass die Ziige hédufig zu spat ankommen.
Als einfaches Modell nehmen Sie an, dass jede Zugfahrt unabhéingig ist und eine
Verspatung mit der Wahrscheinlichkeit p auftreten kann. Allerdings hatten Sie in
diesem Monat Gliick und bei bisher 10 Fahrten mit der S-Bahn waren die Ziige
alle piinktlich.

(a) Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung hat das Auftreten von mindestens ei-
ner Verspatung bei insgesamt n Zugfahrten, wenn die Wahrscheinlichkeit
hierfiir bei jeder Fahrt p betrégt?

P(nlp)=1-(1-p)"

(b) Die S-Bahn plant ein neues Entschidigungsmodell fiir Kéufer von 4-Fahrten-
Karten. Diese sollen 1 Euro zuriickerhalten, falls es auf mindestens einer
der 4 Fahrten zu einer Verspatung kommt. Wie hoch ist die zu erwartende
Entschéadigung fiir eine 4-Fahrten-Karte, wenn Sie p = 0.1 annehmen?

(B)=1—-(1-0.1)*=1-0.9*=1-0.6561 = 0.3439

(¢) In der Zeitung lesen Sie, dass zwei von fiinf S-Bahn-Ziigen verspétet am Ziel
ankommen. Sie wollen diese Information als Vorwissen in Form einer Beta-
Verteilung Beta(p; o, ) = B(a, 8) p* (1 — p)?~! in ihrer Schitzung von p
nutzen. Wie sollten Sie die Hyperparameter a und (8 wéahlen? Begriinden
Sie!

e Die Nachricht entspricht einer Beobachtung von 2 Verspatungen bei 5
Fahrten.

e In diesem Fall ist die zugehorige Likelihood durch die Binomialvertei-
lung

5
Plk=2ln=5.p) = (2

>p2(1 ~p)’
gegeben.

e Um diese Information im neuen Prior zu verwenden, sollte dieser pro-
portional zur oben berechneten Likelihood gew&hlt werden:

P(p) < P(k =2|n =5,p)
— p2<1 o p>3 — pohl(l . p)ﬁfl
— a=3Ap=4

Das entspricht den Hyperparametern o = 3 und / = 4.



(d) Zeigen Sie, dass die Maximum-a-posteriori Hypothese fiir eine Folge von n
punktlichen Ziigen durch p = (o — 1)/(n+ a + 8 — 2) gegeben ist!

e Der Logarithmus des Posteriors ist durch

P(n|p)Beta(p; a, )

P(n)
= nlog(l—p)+ (a—1)logp+ (8 —1)log(l —p) + log C
= (a—=1)logp+ (n+ B —1)log(l —p) +1logC

log P(p|n) = log

mit der Normierungskonstanten C' = B(«, 8)/P(n) gegeben.
e Berechnung der Ableitung:
a—1 n+p-1
L—=p

d
W log P(p|n) =

e Bedingung fiir ein Maximum

a—1 n+pf-1

d
—log P(pjn) =0 <=

dp p 1—p
= (a-1)(1-p)=m+B-1)p
a—1
D

(e) Welchen Wert p hat die Maximum-a-posteriori-Hypothese fiir n = 10, wenn
Sie die Hyperparameter auf o = 2 und § = 6 setzen?

. a-1 21 L 00625
T n4+a+f-2 10+2+6-2 16

p



