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Kommentare und Hinweise kursiv geschrieben. Fir viele Aufgaben gibt es mehrere Losungswege, wenn
ihr also einen anderen habt, heif$t das nicht, dafS er falsch ist - ihr mift ihn aber ausreichend begriinden.
Wir haben versucht, immer einen kurzen und einsichtigen Lisungsweg zu finden.

Verstédndnisteil
1. Aufgabe:
Z.z.. (i) Alle Vektoren stehen senkrecht aufeinander.

(ii)  Alle Vektoren haben die Linge eins.
(iii) B ist eine Basis des IR?.

Zu (i) ¢ L 0 nach Voraussetzung.
v 1L ¥xwund w L ¥ x  folgt aus den Eigenschaften des Vektorprodukts.

Zu (ii) ||9]| = ||| = 1 nach Voraussetzung.
Es ist ||/ x || die Flidche des von ¢ und @ aufgespannten Parallelogramms. Da ¢ und @ ortho-
normal sind, ist dies ein Quadrat mit Kantenlénge eins, also || x || = 1.

Zu (iii) Vektoren die senkrecht zueinander stehen sind linear unabhingig, wenn keiner von ihnen der
Nullvektor ist. Da ¥ und @ normiert sind (also die Lénge eins haben), ist keiner von beiden der
Nullvektor - sie sind also linear unabhiingig. Damit ist aber auch @ x  # 0. Nach (i) stehen
auch alle drei Vektoren senkrecht zueinander, somit sind sie also linear unabhéngig.

Da dim R® = 3 bilden sie eine Basis von R® (Satz von Steinitz).

Damit ist gezeigt, da {#, &, 7 x @} wirklich eine ONB des IR ist.

2. Aufgabe: Sind die folgenden Teilmengen des Vektorraumes IR? Untervektorriume?

| | ja  nein |
Up =A{2=(3})]z1 =0} x O
Uz = {2 = (3}) [z122 = 0} O x
Us = {2 = (3})|z1 + 22 = 0} x O
Us = A{& = (3}) |2 + 23 = 0} x O
Us = {Z=(3})|z1 + 22 =1} O x

3. Aufgabe: Offensichtlich ist {( (1) 8 > , < 8 (1) > , < 8 (1) )} eine Basis von D, also ist dim D = 3.

4. Aufgabe: 1
(i) Z.z.: Apf = L(X) V€ R®. Seialso = | x2 | € R®. Dann gilt:
zs3
0 —as as xr1 —T2a3 + T3az a1 €1
ALf = as 0 —ax ) = —x3a1 + x1a3 = as X ) =axx = L(f)
—as ai 0 I3 —Z1a9 + To2aq as I3

Damit ist gezeigt, dal Ay die Darstellungsmatrix von L ist.
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(i) Es gilt: & L @ x &, also 0 = (Z,d
Analog: @ L @ x @, also 0 = (a@,d
Damit folgt: (x,L( 7)) = (a, L(Z))
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(iii) Annahme: 37 € R*:d = A7 =a x 7.

Da immer gilt @ 1 d@ x Z folgt @ L @ < (d@,d) =0 < d = 0. Es ist aber @ # 0 nach Voraussetzung,
das heifit die Annahme war falsch.
Es existiert also keine Losung von A% = a.

(iv) Es gilt:

L(Z)=dxZ¥=0 < & undd sind linear abhéingig
& dreR:Z=r-a, daa#0.
= Kemn L={r-d|re€R}=dimKern L =1.

Aus
dimR?® = dimKern L + dimBild L und dimBild L = rang A,

folgt damit
rang Ay, = dimR® —dimKern L =3 -1 =2.

Wir haben also dimKern L =1 und rang A; = 2.



Rechenteil

1. Aufgabe:

(i) A € R ist Eigenwert von A < det(4A — AE) = 0.

(4 )
L (E,)

= (1-X)?°- 11—)\2—2)\2
= <A 2).

det(A — \E)

3)

O =

Also hat A die Eigenwerte A\; = 0 und Ay = 2.

(ii) Scharfes Hinsehen liefert:

1 -1 1 0 1 S (1N, . . .
(_1 1 >(1)<O>O~(1)¢51<1>1stelnE1genvektorzu)\10.
1 -1 1 2 1 o 1 R .
(_1 1 )(_1):<_2>: -(_1>:>32—<_1)1btelnE1genvektorzu)\2—2.

(iii) Die so definierten Matrizen D und S erfiillen gerade A = SDS~! (was man auch aufwendig nach-
rechnen konnte...).

2. Aufgabe:

(i) Sei die definierte lineare Abbildung mit L bezeichnet, die gesuchte Darstellungsmatrix mit Dy,. Ich
stelle die Bilder der Basisvektoren €7, ... , €4 als Koordinatenvektoren beziiglich der Basis fl, ceey f4
dar:

wa) = (L2 0)=1fiels
€1) = o0 0 )" 1T g2
L 04 1\ 1 » 12
L(ez) = <O H 0>4'f2+4f3
S 0 0 O > 1=
L(€3) = <1 % 0>1f4+45
~ 0 0 O 1 - 12
1 0 0 0 10 0 O
L(ey) L(éy) (Zl) % (O) 8 é % 8 8
€1)y..., €4 1 . 1
haben Koordinaten | o [ o |[*] 1 [ "] o [TP2=| 0 0 1 0
0 0 i : 00 4 4
0 0 0 1 0 0 0 g
3. Aufgabe:
1 0 1
() detB=det| 1 1 0 |*E"1+0+1)—(0+0+0)=2

0 1 1
Da det B = 2 # 0 ist B invertierbar, d.h. B hat vollen Rang, also rang B = 3.



C14
(ii) Zu i € {1,2,3} wird ein Vektor ¢; = | co; gesucht mit @; = c1;b1 + ¢2;b2 + ¢3;b3 was aber nichts
C3i
anderes heift, als daB @ = B¢;. Um diese Gleichungen zu l6sen, berechne ich zunichst B~! mit
Hilfe des erweiterten Gauf-Algorithmus:

1 0 1[1 0 0 10 1]1 00
B|E|=|110/0 10 |-1Zie— |01 —-1|-1 10
01 1/0 0 1 01 10 0 1 /)-2Zeile
10 1|1 0 0 1 0 1] 1 0 0)\—3-3Zeile
- |11 -1|-1 1 0 |+5-3Zile -0 1 0|-5 35 3
00 2|1 —-11 01 21 -1 1
1 1 1 1 1 1
Hé(fg_ﬂif’ _>é(1)8_21312
2 2 2 2 2 %
0021 -1 1 /3 001|353 -5 3
11 -1
=B'=1-1 1 1
1 -1 1
Damit gilt:
11 -1 5 1
= Bildl = % -1 1 % -3 = —4 = a1 = by — 4by + 4b3
S 0
11 -1 2 % o
G=Blaa=3 -1 1 0 |={ -3 = 3b1 — 3by + 3bs
1 -1 1 1 g
11 -1 1
53:.37163:% -1 1 2 = 2 = a —2b2+b3
1 -1 1 3 1
1 3 0
(iii) Esist B'4A = [ —4 -1 2 | da dies genau eine Zusammenfassung von dem ist, was in (ii)
4 31

gerechnet wurde.



