1 Losungen Verstandnisteil A

1.1 Aufgabe 1

1. Eigenwerte von A. Entweder: Durch Verwenden des Tipps sieht man,
dass A eine Drehmatrix ist. Also hat A als Drehung um 45° nur den
reellen Eigenwert 41, der zur Drehachse gehort. Alternativ:

1—A 0 0
det(A — AE3) = det 0 1/V2—-) —1/vV2 |=
0 V2 1/vV2-)

— (1= |1/V2= A2 +1/2]
= (1=XN)(1=V2x+2?)
= M =1 und Ns=1/V2+1/2-1

Da die Wurzel negativ ist, ist nur A = 1 reeller Eigenwert, alle weiteren
sind nicht gefragt.

2. Eigenvektoren von A. Entweder: A ist eine Drehmatrix, die um die
x-Achse dreht. Also sind €, = X(1,0,0)7 mit A € R\ {0} alle Ei-
genvektoren, da nur die Drehachse invariant gelassen wird. Alternativ:
Berechne den Kern von A — Ej3, also

0 0 0
0 1/vV2—-1 —1/V2
0 1/vV/2 1/vV2-1
0 1/v2-1 —1/V2
0 0 1/@—1+1/2Wﬁ
0 0 0

S OO O o o

Also gilt fiir die Eigenvektoren & = (11,22, 23)7: 23 = 0 = 25 = 0 und
x1 beliebig # 0. Somit haben wir die gleiche Losung wie oben.

3. Orthogonalitit. Entweder: A ist eine Drehmatrix und damit lingen-



und winkelerhaltend, also orthongonal. Alternativ:

1 0 0 10 0
AAT = [0 1/vV2 —1/V2 0 1/vV2 1/V2
0 1/vV2 1/V2 0 —1/vV2 1/V2
1 0 0
0 1/2+1/2 1/2—1/2 | =F3
0 —1/241/2 1/2+1/2

Also ist A orthogonal.

. Determinante von A. Entweder: A ist eine Drehmatrix und muss des-
wegen die Determinante 1 haben. Alternativ:

1 0 0
det | 0 1/v/2 —1/V2 | =1-(1/2+1/2)=1
0 1/vV2 1/V2

. Inverse von A. Entweder: A ist eine Drehung um 45°, also ist die Inverse
eine Drehung in die entgegengesetzte Richtung. Oder: A ist orthogonal,
also ist die Inverse AT. Oder:

1 0 0 |1 00
0 1/v/2 —1/V/2[0 1 0 | «—
0 1/v2 1/v2 |0 0 1
10 01 0 0
01 —1/0 v2 0 —
01 1[0 0 2
10 011 0 0
01 —1]0 2 0 —
00 1[0 —1/2v2 1/2V2
1 00]1 0 0
01 00 vV2—1/2v2 1/22
00 1|0 —1/2v2 1/2V2
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Aufgabe 2
Richtig D, ist Drehung, also invertierbar.

Richtig Addition ist kommutativ.
Falsch Drehungen um verschiedene Achsen vertauschen nicht.

Falsch Da A\ = 1 Eigenwert von Drehungen ist, muss det(D, — F3) = 0
sein.

Aufgabe 3

. Kern bestimmen mit GauB:

2 0|0 2 b |0
1 110 0 2-0]0
Ist in Dreiecksgestalt. Fallunterscheidung b =2 und b # 2 :

e b = 2: Aus der zweiten Gleichung folgt nichts, die erste Gleichung
sagt 2xy + 2w = 0. Also

kernd = {Z|7 = A(—1, 1)", X € R geeignet }

e b # 2: Aus der zweiten Gleichung folgt dann zo = 0, und damit
aus der ersten Gleichung z; = 0. Also

kernA = {0}

Die Losung des homogene Gleichungssystems ist der Kern von A. Also
haben wir unendlich viele Losungen nur fiir b = 2.
Fiir den Fall b = 2 16sen wir:

222%222
1 1)-1 0 0|—4

Die letzte Zeile ist ein Widerspruch, also hat dieses Gleichungssystem
keine Losungen.



1.4 Awufgabe 4

1. Linearitat: Es ist
ri(ra) (o w)] = G i)
~(va) (v a)=r(ea)er(ey)
und weiterhin fiir alle A € R:
r(e )] = ()
(5) - (e )

2. T? und T-!. Entweder: Da Anwenden von T eine Matrix transponiert,
ist T2(A) = T(T(A)) = (AT)T = A also ist T? = id. Oder:

(1) -7 )
(1)

also ist T%(A) = A fiir alle A. Damit ist 7 o T = id, was genau die
definierende Eigenschaft der Inversen ist. Also ist 77t = T.

Also ist T linear.

o

3. Kern: Entweder: Da T invertierbar ist, kann es als Kern nur die Null-
matrix haben. Alternativ:

(1) - (53)



4. Darstellende Matrix: Die Spalten der darstellenden Matrix bestehen
aus den Koordinaten der Bilder der gewédhlten Basis beziiglich dieser
Basis. Also berechne zunéchst die Bilder der Basisvektoren:

" Lo Lo " " " " "
Te, = T(O 0>:(0 0)261:161+062+063—|—064
" 0 1 00 " " " " "
TGQ = T(O 0>:(1 0)263:061+062—|—163—|—064
" 0 0 01 " " " " "
TGQ = T(l 0>:(0 0)262:061+1€2+063+064

T€4 = T(O 1>:(0 1) 4 0€1+O€2+063+164

Die Spalten der Darstellungsmatrix M bestehen nun aus den Koordi-
naten der Bilder beziiglich der Basis B, also

o O O
o = O O
o O = O
— O O O



