Rechenteil

1. Aufgabe [14 Punkte]

(a) Erweiterte Koeffizientenmatrix in ZSF bzw. NZSF bringen:

40 0 0 | 2 400 0| 2 100 0| 1/2
02 0 0] 4 020 0] 4 010 0] 2
— —

00 2 -2 | =2 002 -2 | =2 001 -1 | -1
00 -2 2 | 2 000 0] O 000 0| 0

Losungsmenge:
1/2 0
2 0
L= R It |s €K

0 1
4— ) 0 0 0
0 2-A 0 0 2—X -2
0 0 -2 2—-A

=2-NE4-MNAXA—4)=-A2-N)4—-)N)?
Eigenwerte A\ = 0, Ao = 2, A3 = 4 mit algebraischen Vielfachheiten 1,1 bzw. 2 .

Die einfachste Antwort: Da A symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar.

Die von vielen bevorzugte Begriindung;:

Da 1 < geom.Vfh. < alg.Vfh. gilt, haben die Eigenwerte A; und Ay jeweils die geom.
Vth. 1.

Alternativ zu dieser Begriindung kann man die Eigenrdume zu A\; und A auch berechnen
und deren Dimensionen ablesen (Ergebnisse s.u.).

Eigenraum zu A3 =4 :

0 0 0 0 010 0
0 -2 0 0 0011
A=\l = —
0 0 -2 -2 0000
0 0 -2 -2 0000

0
1
0
0
0

_? oder Begriindung 2 Nichtkopfva-
1

1
0

Vs = Kern(A — A\3ly) = span NE |:
0

riablen liefert: Die geometrische Vielfachheit von A3 ist 2.

Da fiir jeden Eigenwert algebraische und geometrische Vielfachheit tibereinstimmen, ist
A diagonalisierbar.



Zur Alternative:

Eigenraum zu A\; =0 :

A—\Iy=

Vi,

4

o O O

0

S O N

Eigenraum zu Ay = 2 :

A—\Iy =

Vg

2

o O O

0

o O O

2. Aufgabe [10 Punkte]

()

(d)

Ls =

—1

o = O

Lp=KgLs Kz

O = O = OO

1/2 0

1/2 0

o= O O = O

1/2]
1
0
1

0
1
0

—_ O =

S = O

= Kern(A — M\ 1) = span

= Kern(A — \y1y) = span

— -0 O
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(s.0.)



Alternative:
[ 1] [0 ] [ 1] [0 ] [ 1]
L 0 =|1|=0-{0]|+1-]1]|+4+0- 0
| 1] | 0] | 1] | 0] | —1 ]
[0 ] [0 ] [ 1] [0 ] [ 1]
L 1 =|1]|=0-]101]+1 1]+0-: 0
0 0 1 0 ~1 |
[ 1 2 1 0 1
L 0 = -1|=0-{0]|+(-1)-]1]+2: 0
-1 —2 1 0 -1
Das liefert natiirlich :-)
00 O
Ig=|11 -1
0 0 2

3. Aufgabe [10 Punkte]
e Zeige zunichst lineare Unabhéngigkeit:
Seien A1, A2, Az, Ay € R. Der Ansatz

12 10 11 11 0 0
o sfeele oo o S ]=[0 0]

liefert das LGS

—_

M+ A+ A3+ N =0
2\ + A3 + N =
2 + A3 — XN =0
A3 — M 0
Da fiir die Koeflizientenmatrix

1 1 1 1
2 01 1
A= 021 -1
001 -1

det(A) = —4 # 0 gilt, hat das homogene LGS nur eine und zwar die triviale Losung A\ =
A2 = A3 = Ay = 0, woraus die lineare Unabhéngigkeit folgt.

Alternativ zur Betrachtung der Determinante kann man die Koeffizientenmatrix A auf ZSF
oder NZSF bringen, um dann die Lésung abzulesen.

e Wegen dim(R%*?) = 4 besteht jede Basis des R%? aus vier Elementen . Somit bilden die vier
linear unabhéngigen Matrizen schon eine Basis des R%2. fiir die Idee



Alternativ kann man auch nachrechnen, dass die Matrizen ein Erzeugendensystem des R%?2
bilden:
Der Ansatz

1 2 1 0] 1 1 1 1 a b
Al[o 0}'+A2[2 0_'+A3[1 1]'+A4[-—1 —1] = [c d]

liefert ein LGS mit der erweiterten Koeflizientenmatrix

1
1
1
1

QL o o e

1
1
-1
-1

S O N
SN O =

Aus (N)ZSF liest man die folgende Losung ab:

)\1:—a—|—b—|—c/2—d/2
)\220/2—61/2
)\3:(1—5/2—6/24-(1
M=a—b/2—c¢/2

Also kann man jede reelle 2 x 2-Matrix als Linearkombination der gegebenen Matrizen erzeugen.

4. Aufgabe [6 Punkte]
Aus det(A) = ¢ — b erhalten wir die Gleichung

c—b=25.
a 1 a 0
Wegen (| b |, O |)=aund ([ & |,| 1 |)=4b+cerhalten wir aus der geforderten
c 0 1
Orthogonalitét die Gleichungen
a=20
4b +c = 0.

Das liefert also ¢ = 0 und fiir b und ¢ ein LGS mit Koeffizientenmatrix

-1 1|5 1 0] -1
—
I R TR

dh. b= —1,c=4.



