Losungen Rechenteil Juliklausur SS 06

Anmerkung: Punkte werden von den Studenten verdient, nicht von den Korrekteuren
gegeben.

Aufgabe 1
(a) Erweiterte Koeffizientenmatrix:
1 04 10 4
2 010 - 0 0| -8
3 0]0 0 0]—-12
4 011 0 0|-—15

= Rang(A) # Rang(Alb) = GS nicht 16sbar, L = (.
(b) Kern: Wir nehmen gleich die NZSF von A, die wir oben berechnet haben.
= eine Basis des Kerns ist 0 } }, damit ist der Kern von A gegeben durch

1
Kern(L,) = span { [ ! ] }

Bild: Das Bild von L4 wird von den Spaltenvektoren von A aufgespannt

1
. 2
= Bild(L,) = span 3
4
(©) i
12 3 4
. 2 4 6 8
— T _
B=A=1356 9 12
14 8 12 16
(d) Wir bestimmen die NZSF von B:
12 3 4] 1234
2 4 6 8 N 0000
36 9 12 0000
4 8 12 16 | 0000

= der Rang von B ist 1.

Aufgabe 4

(a) Charakteristisches Polynom:

3—A 0 —2 3_\ 9
det(A — \I) = det -2 2—-Xx 4 :(Q—A)det<{ })
1 =X
1 0 —X
=2=-MNB=N(=N+2)
=2-NA\=31+2)
Nullstellen: Der erste Linearfaktor hat die Nullstelle 2, der zweite Faktor die Null-
stellen 1 und 2.
= Eigenwerte A\; =1 und Ay = 2.

Eigenraum zu A; = 1: Bestimmen des Kerns von A — I.

2 0 -2 2 0 -2 10 -1
-2 1 4|1 —=]101 2|—=[01 2
10 -1 00 O 00 O
1
= Basis des Kerns ist | —2
1
1 1
= Eigenraum V; = span —2 =<q¢s| —2],seC
1 1
Eigenraum zu Ay = 2: Bestimmen des Kerns von A — 21.
10 =2 1 0 =2
-2 0 4|—1]00 O
10 =2 00 O
0 2
= Basis des Kerns ist 11{,]0
0 1
0 2 0 2
= Eigenraum V) = span 1 0 =<s| 1 |+t]0],steC
0 1 1

Untersuchen, ob alg=geom Vielfachheit fiir alle Eigenwerte:
Eigenwert \; = 1: algebraische Vielfachheit=1, geometrische Vielfachheit=1
Eigenwert Ay = 2: algebraische Vielfachheit=2, geometrische Vielfachheit=2

= Matrix diagonalisierbar

100
= eine Diagonalmatrix wire D= | 0 2 0
00 2



Aufgabe 2

1
1 V2
R 0 0
(a) (i) @ = 0 %: 0
1 _ 1
V2
0 0 0 0
L . 1 . 1| . 1 -
(ii) Iy = v — (Vh, @)Wy = 1| TO0d= g d= g 5= Ve
V2
0 0 0 0
0 0
- . . o 1 1
(ili) I3 = U3 — (U3, Wy )Wy — (U3, Wa)Wy = 1 —-0-0= 1
0 0
- 1
w3 = Vo 1
N A -
0
1 0 1
- 1 > 0
(iv) Iy = Ty~ (Uy, W1 )10 — (¥, W)Wy — (U, Wa) W3 = 1 —0—% % =10l
1 0 1
r 1
1 V2
o], 0
=10 vET ] o
1 L
L V2

(b) Die Koordinaten A; von Z in der ONB B bekommt aus ; = (Z, ;).

Also 75 =

SILSILSIeSIL

(c) Die Matrix @) wird aus den Vektoren .., gebildet:

QO

Il
ﬁ"‘ o o&"‘
o§|"§|“ o
oﬁ"ﬂ* o
E‘H o o&‘“

Die Matrix R bekommt man aus R = QT A, oder man bestimmt die Eintriige R aus
den eben berechneten Skalarprodukten (o, ;).

Also erhalt man:

OOO&I
OOEO

OEOO
Se o

(d) Aus QQT = I bekommen wir

det(QQT) = det(I) = det(Q) - det(Q) = 1 = det(Q)? = 1 = |det(Q)| = 1.

(e) Den Betrag der Determinante von A kann entweder direkt ausrechnen oder |det(A)| =
|det(QR)| = |det(R)| ausnutzen. = |det(A)| = 4.

Aufgabe 3

Erzeugendensystem = alle Vektoren des R* lassen sich als Linearkombination der gege-
benen Vektoren schreiben.
Wir untersuchen das System

2100 3 il a
120032 _|0
00123 AS e
00213 4 d
As
fiir beliebige a, b, ¢, d auf Losbarkeit.
2100 3|a 2 10 0 3 a
12003[b|_ |0320 0 3/2[b-a
0012 3|c 0 01 2 3 c
0021 3|d 0 00 -3 —3| d—2¢

= der Rang der Systemmatrix=Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix fiir alle Werte
von a, b, c,d

= das System ist fiir alle Werte von a, b, ¢, d 16sbar

= M ist ein Erzeugendensystem

Alternative Begriindung: Die ersten vier Vektoren von M sind schon eine Basis des
R*. Warum: Sie sind linear unabhingig (Begriindung: Rechnung) und die Anzahl (vier)
ist gleich der Raumdimension.



