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Lösungsvorschläge - Rechenteil

(a) (10 Punkte) Gegeben sei A =

 2 5 0 1
3 8 0 1
1 4 0 −1

 ∈ R3,4 und ~b =

 1
2
2

 ∈ R3.

(a) Bestimmen Sie die Lösungsmenge des LGS A~x = ~b.
EKM [A|~b] in (N)ZSF bringen: 2 5 0 1 1

3 8 0 1 2
1 4 0 −1 2

 I↔III−→

 1 4 0 −1 2
3 8 0 1 2
2 5 0 1 1

 II−3I
III−2I−→

 1 4 0 −1 2
0 −4 0 4 −4
0 −3 0 3 −3


(−1/4)II

(1/3)III−(1/4)II−→

 1 4 0 −1 2
0 1 0 −1 1
0 0 0 0 0


ZSF

( oder I−4II−→

 1 0 0 3 −2
0 1 0 −1 1
0 0 0 0 0


NZSF

)

Löse für die Kopfvariablen x1, x2:
x1 + 3x4 = −2 ⇒ x1 = −2 − 3x4

x2 − x4 = 1 x2 = 1 + x4

Wähle zwei Parameter λ1, λ2 für die Nichtkopfvariablen x3, x4:

L =



−2 − 3λ2

1 + λ2

λ1

λ2

 | λ1, λ2 ∈ R

 =



−2

1
0
0

 + λ1


0
0
1
0

 + λ2


−3

1
0
1

 | λ1, λ2 ∈ R


(b) Geben Sie eine Basis des Kerns von A an.

Basis Kern A :




0
0
1
0

 ,


−3

1
0
1




(c) Geben Sie eine Basis des Bildes von A an.
Kopfvar. in Spalte I und II ⇒ erste zwei Spalten von A bilden eine Basis des Bildes von A:

Basis Bild A :


 2

3
1

 ,

 5
8
4


Alternativ (nach dem alten Algorithmus):

AT =


2 3 1
5 8 4
0 0 0
1 1 −1

 I↔IV−→


1 1 −1
5 8 4
0 0 0
2 3 1

 II−5I
IV−2I,V−3I−→


1 1 −1
0 3 9
0 0 0
0 1 3


1
3
II

−→


1 1 −1
0 1 3
0 0 0
0 1 3


IV−II,V−2II−→


1 1 −1
0 1 3
0 0 0
0 0 0

 transponieren−→

 1 0 0 0
1 1 0 0

−1 3 0 0



Basis Bild A :


 1

1
−1

 ,

 0
1
3





(b) (7 Punkte) Gegeben seien der Vektorraum R4 mit dem Skalarprodukt

〈~x, ~y〉 := x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4

und die Matrix

A =


a 1 0 0
b 0 1 0
c 1 0 0
d 0 0 1

 ∈ R4,4.

Berechnen Sie a, b, c, d ∈ R so, dass die Determinante der Matrix A gleich 6 ist und die Spaltenvek-
toren von A orthogonal sind.

det A
(Entw. nach 4. Spalte:)

=

∣∣∣∣∣∣
a 1 0
b 0 1
c 1 0

∣∣∣∣∣∣ (Entw. nach 3. Spalte: )
= −1

∣∣∣∣ a 1
c 1

∣∣∣∣
= −(a− c) = c− a = 6

Spalten von A orthogonal ⇒ 〈Spalte i,Spalte j〉 = 0, i 6= j:

〈
a
b
c
d

 ,


1
0
1
0


〉

= a + c = 0

〈
a
b
c
d

 ,


0
1
0
0


〉

= b = 0

〈
a
b
c
d

 ,


0
0
0
1


〉

= d = 0

a + c = 0
−a + c = 6 ⇒ 2c = 6 ⇒ c = 3 ⇒ a = −3

a = −3, b = 0, c = 3, d = 0

(c) (10 Punkte) Gegeben seien der Vektorraum R≤1[x] und die Menge B := {x + 1, x + 2}.

(a) Bestimmen Sie die Koordinatenabbildung von R≤1[x] bzgl. der Basis B.

Gesucht: Koeffizienten λ1, λ2 ∈ R mit λ1(x + 1) + λ2(x + 2) = ax + b

Koeff.vgl.⇒ λ1 + λ2 = a ⇒ λ2 = b− a
λ1 + 2λ2 = b ⇒ λ1 = a− λ2 = 2a− b

KB : R≤1[x] ⇒ R2; ax + b 7→
[

2a− b
b− a

]
(b) Bestimmen Sie die darstellende Matrix der linearen Abbildung

L : R≤1[x] → R≤1[x]
ax + b 7→ (3a− b)x + (a + b)

bzgl. der Basis B.

Bild der Basisvektoren berechnen:

L(x + 1) = 2x + 2 L(x + 2) = x + 3

Koordinatenvektoren der Bilder berechnen (siehe Teil (a)):

KB(2x + 2) =
[

2
0

]
KB(x + 3) =

[
−1
2

]
Die Koordinatenvektoren bilden die Spalten von LB:

LB =
[

2 −1
0 2

]



(d) (13 Punkte) Gegeben sei die Basis B =

~v1 :=


2
3
2
3
1
3

 , ~v2 :=

 −2
3
1
3
2
3

 , ~v3 :=

 3
−1

2


 des R3

ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt und dessen assoziierter Norm.

(a) Zeigen Sie anhand einer Rechnung, dass ~v1, ~v2 orthonormiert sind (d.h. ~v1 ist orthogonal zu
~v2 und ~v1 und ~v2 normiert sind).

〈~v1, ~v2〉 =

〈
2
3

2
3

1
3

 ,

 − 2
3

1
3

2
3

〉
=
−4
9

+
2
9

+
2
9

= 0 ⇒ ~u,~v orthogonal

||~v1|| =

√√√√√√
〈

2
3

2
3

1
3

 ,


2
3

2
3

1
3

〉
=

√
4
9

+
4
9

+
1
9

= 1 ⇒ ~v1 normiert

||~v2|| =

√√√√√√
〈 − 2

3

1
3

2
3

 ,

 − 2
3

1
3

2
3

〉
=

√
4
9

+
1
9

+
4
9

= 1 ⇒ ~v2 normiert

(b) Benutzen Sie das Gram-Schmidt Verfahren, um B in eine Orthonormalbasis BONB des R3 bzgl.
des Standardskalarproduktes zu überführen.

Weil die erste zwei Vektoren schon orthoromiert sind, liefert das Gram-Schmidt Verfahren
~q1 = ~v1, ~q2 = ~v2.
(Hier kann man auch Gram-Schmidt anwenden. Das gleiche kommt raus.)
Um den dritten Basisvektor ~q3 zu bestimmen, berechnen wir zuerst das Lot von ~v3 auf die von
~v1, ~v2 aufgespannte Ebene:
`3 := ~v3 − 〈~v3, ~q1〉~q1 − 〈~v3, ~q2〉~q2

=

 3
−1

2

− 〈

 3
−1

2

 ,


2
3
2
3
1
3

〉


2
3
2
3
1
3

− 〈

 3
−1

2

 ,

 −2
3
1
3
2
3

〉
 −2

3
1
3
2
3



=

 3
−1

2

− 2


2
3
2
3
1
3

− (−1)

 −2
3
1
3
2
3

 =

 3
−1

2

 +

 −4
3

−4
3

−2
3

 +

 −2
3
1
3
2
3

 =

 1
−2

2


~q3 normieren: ~q3 :=

`3

||`3||
mit ||`3|| =

√
1 + 4 + 4 =

√
9 = 3

⇒ ~q3 =


1
3

−2
3
2
3

 ⇒ BONB =




2
3
2
3
1
3

 ,

 −2
3
1
3
2
3

 ,


1
3

−2
3
2
3





