1. Aufgabe 8 Punkte
Betrachten Sie die Matrixgleichung

1 2 r1 I2 . 0 1
-2 1| |zs x4 |p -7
(a) Leiten Sie durch Ausmultiplizieren aus der Matrixgleichung ein lineares Gleichungssys-

— 1
tem Az = b fir ¥ = [ﬁg] her.
T4
(b) Stellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix fiir dieses LGS auf und bringen Sie sie
mit dem Gauf-Algorithmus auf normierte Zeilenstufenform.

(c) Geben Sie alle Matrizen 3} z2] an, die die gegebene Matrixgleichung 16sen.

(a) Ausmultiplizieren ergibt

T + 223 To + 224 . 0 1
—2x1 +x3 —2x9+24| |D T

Vergleich der Eintrage ergibt

I T +2x3 = 0
I —2x +x3 = 5
A% —2x9 +xry = =7
(b) Erweiterte Koeffizientenmatrix:
1 0 20 0
0 1 0 2 1
-2 010 5
0 -2 0 1]|-7
Gauf3-Algorithmus:
1 0 2 0 0 1 0 2 0 0 1 0 0 0]—-2
r+21 | 01 0 2 1 {51 01 0 2 1| 721 | 01 0 O 3
— — —
vyerr [ O 0O 5 0 5 (rmwws | 0 0 1 0 1 | 7—2rv | 0 0 1 0 1
0 0 0 5|5 00 0 1|-1 000 1|-1
(c) Nur

16st die Matrixgleichung.



2. Aufgabe 13 Punkte

Gegeben ist die Matrix 4 0 2
A=1-3 2 -3
-1 0 1

mit den Eigenwerten 2 und 3 der zugehdrigen Matrixabbildung A : C? — C3.
(a) Berechnen Sie die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte 2 und 3.
(b) Berechnen Sie die Eigenrdume zu den Eigenwerten 2 und 3.

(c) Die Matrix 1 —2 1
S=1-2 3 -1
-1 1 -1

diagonalisiert die Matrix A, d.h. es gibt eine Diagonalmatrix D, so dass A = SDS~1.
Bestimmen Sie D.

(a) charakteristisches Polynom

4—X 0 2
det(A — \I) = det| -3 2—-X =3
—1 0 1-2X
Laplace 4_)\ 2
2. S;altc (2 N A) det |: —]. ]_ - >\:|
= 2-N(A-N1-N+2)=2-N4-A—4A+\*+2)
= (2-N6-52+X)=(2-2)*3B-2)N)

Die algebraische Vielfachheit von 2 ist 2 und die algebraische Vielfachheit von 3 ist 1.
(b) zum Eigenwert 2:

2 0 2 0 2
Vico = Kem [-3 0 =3[ 2 Kem [0 0 0
1 0 1 2I11+1 00 0
—5] 0] [-1
= {|t|]|steC}=Spann{|1l|,| 0 |}
5 | 0 1
zum Eigenwert 3:
1 0 2 1 0 2
Vies = Kern [-3 -1 -3 T3 wem |0 —1 3
-1 0 -2/ 0 0 0
—2s -2
= {| 3s||seC}=Spann{| 3 |}
s 1

(¢) D enthélt auf der Diagonalen die Eigenwerte zu den entsprechenden Spalten. Wegen

0 ~1 -2 1 0
2| =(=2) [1|+(=1) | 0 | €Vaca, | 3| €Vacg und |=1| =(=1) |1|+(-1)
0 1 ~1 -1 0
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3. Aufgabe 7 Punkte
Gegeben ist das folgende Skalarprodukt im Vektorraum R??:

by b
<[Z; Zj][b; bi]>:a1b1+2a2b2+3a3b3+4a4b4

(a) Bestimmen Sie 7 € R so, dass [_12 %] und [? N orthogonal sind bzgl. des gegebenen
Skalarproduktes.

(b) Berechnen Sie die assoziierte Norm von [_12 %] beziiglich des gegebenen Skalarproduk-
tes.

(a) Die Matrizen sind orthogonal bzgl. des angegebenen Skalarprodukts, wenn ihr Skalarpro-
dukt 0 ergibt.

1 2 0
<[_2 1] , [1 ﬂ>:1-0—|—2-2-'y—|—3-(—2)-1—|—4-1-1:47—2

Also sind die Matrizen fiir v = % orthogonal.
(b)

<[1 2] : [1 2]>:1-1+2-2-2+3-(—2).(—2)+4-1-1:25

—2 1 —2 1
Also
1 2
12 f=ve=s
Alternativ
1 2 1 2 1 2
12 3 - \/<[_2 R
= V1-1+42-2:24+2-(=2)-(-2)+4-1-1
= V25=5
4. Aufgabe 12 Punkte

Betrachten Sie den Vektorraum R<a[z] der Polynome héchstens zweiten Grades mit der Basis
C:={ci(x)=2*+z+1,c2(z) =2 +1,c3(x) =1}
und die lineare Abbildung
L : Resz] — Reofa], p(x) — ap'(x)

(a) Berechnen Sie den Koordinatenvektor von ax? + bx + ¢ € R<a[x] bzgl. der Basis C.
(b) Berechnen Sie die darstellende Matrix L¢ der linearen Abbildung L bzgl. der Basis C.

D ist eine weitere Basis von R<s[z]| von der nur die Matrix T des Basiswechsels von C nach

D bekannt ist: 1 0 1
T=10 1 0
1 00

(c) Zeichnen Sie ein (kommutatives) Diagramm, das die Beziehung zwischen L¢, Lp und T

veranschaulicht.
(d) Berechnen Sie die darstellende Matrix Lp von L bzgl. der Basis D.




(a) Ansatz:
ax? +br+c=ME2+r+1) + @ +1)+A3-1 = a2+ (A 4+ Xo)z 4+ (A1 4+ Ao + A3)

Koeffizientenvergleich ergibt:

I )\1=a
II M +X=b o A=b—ua
IIT M+X+A3=c ma M\g=c—b
Koordinatenvektor
a
Ke(az? +bx+c¢)= |b—a
c—b
(b) Benutze den Algorithmus aus dem Skript:
Bilder der Basisvektoren:
L(x?>+x+1) = z-2x+1) = 222 +z
L(z+1) = z-1 = x
L(1) = z-0 =0
Koordinaten:
o
Ke(222+2) = |-1| oder 222+x=2*+z+1)+(-D(x+1)+(-1)-1
-1
o
Ke(z) = 1 oder x=0@?+z+1)+1-(z+1)+(-1) 1
-1
[0
Ke(0) = 1|0 oder 222 +2=0>+z+1)+0x+1)+0-1
10
darstellende Matrix
2 0 0
Le=1|-1 1 0
-1 -1 0
(c)
R3 Le R?)
P
R3 Lp RS
(d) T invertieren
1 0 11 0 O 1 0 0(0 O 1
010010 15777;1 01001 o0
1 0000 1] 7 00 1[/1 0 —1
Also
00 1
T7'=101 o0
1 0 -1
1 01 2 0 0 00 1
Lp = TLT'=10 1 0/|-1 1 ol[0 1 o0
1 0 0 -1 -1 0 1 0 -1
1 -1 0 00 1 0 -1 1
= -1 1 0 0 1 Of=10 1 -1
2 0 0 1 0 -1 0 0 2



