Losung zur April-Klausur (Verstandnisteil)
Lineare Algebra fiir Ingenieure

1. (10 Punkte) Gegeben ist die Matrix A := e CcH4.
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Bestimmen Sie die Determinante von A.
b) Bestimmen Sie Rang(A).
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c¢) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.
)
)
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Ist A diagonalisierbar?
Ist die Matrix A invertierbar?

(a) Bei einer oberen Dreiecksmatrix ist die Determinante das Produkt der Diagonaleintrige, also ist det(A) =
0.

(b) Die dritte und vierte Zeile sind offensichtlich linear abhéngig, sodass eine ZSF von A eine Nullzeile hat.
Es ergibt sich deshalb 3 Kopfvariablen, also ist Rang(A4) = 3.

(c) Bei einer oberen Dreiecksmatrix stehen die Eigenwerte auf der Diagonalen. Die Abbildung A hat also die
Eigenwerte A\ =2, Ao = =1, A3 =0,y = 3.

(d) A hat 4 = dim R* paarweise verschiedene Eigenwerte, ist also diagonalisierbar nach Satz aus der Vorlesung,.

(e) Aus (a) ist det(A) =0, A ist also nicht invertierbar.

2. (10 Punkte) Uber die lineare Abbildung L : R<s[z] — R<y[z] sind die folgenden Informationen bekannt:
Lz +1)=22+2 Lz —1)=3z-3 L) =241
a) Bestimmen Sie zwei unterschiedliche Elemente in Kern(L).

b) Ist L eine injektive / surjektive / bijektive Abbildung?
c¢) Bestimmen Sie L(42? — 3z — 3).

(a) Esist z.B.
L(22? —x—1) = 2L(z*) — L(z+1) = 2(x+1)—2x -2 = 0,

also 222 — 2 — 1 € Kern(L). Ein weiterer Vektor aus Kern(L) ist der Nullvektor, denn L ist linear.

(b) Injektivitat: Aus a) erhilt man Kern(F) # {0}, F ist also nicht injektiv.

Surjektivitdat: Nach Dimensionssatz erhalt man:
3 = dim R<s[z] = dim Kern(F) + dim Bild(F").

Wegen dim Kern(F') > 1 folgt dim Bild(F) < 2, also Bild(F') # R<a[z], F ist also nicht surjektiv.

Bijektivitat: Eine Abbildung ist bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist, also ist F' nicht bijektiv.
(c) Esist

F(42®> =32z —3) = 4F(2*) — 3F(z+1) = 4-(z4+1)-3-2z+2) = —2r—2.



3. (8 Punkte) Die durch die Matrix B := definierte Matrixabbildung (d.h. B : R? — R?; ¥ — B¥)
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a) Ist B eine orthogonale Abbildung beziiglich des Standardskalarprodukts in R??
b) Bestimmen Sie B~1.
c)
d)
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bewirkt eine Spiegelung an der Geraden span
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Bestimmen Sie B9,
Bestimmen Sie einen Eigenwert und einen zugehorigen Eigenvektor von B.

(a) Esist
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B ist also orthogonal.

(b) B ist orthogonal, also ist
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(¢) Esist B0 = (B2)5%0 = 30 — |

(d) [ _21 } ist unter Spiegelung invariant, ist also Eigenvektor zum Eigenwert 1.

4. (10 Punkte) Bestimmen Sie jeweils, ob die folgenden Abbildung linear sind.

Ly: Ralz] — R<slz]
ar+b — (a+bz®+uax

Lo : R? — R?2
[ a ] ab 0
b [ 0 ab]

Ls: R? — R?

[ a ] 3a + 2b
N [ 4b }

(a) Lj ist nicht linear. Es ist z.B. L;(0g —2le]) = T # Or_, [+, lineare Abbildungen bilden aber den Nullvektor
immer auf den Nullvektor ab.

(b) Lo ist nicht linear. Gegenbeispiel z.B.:

w1 [2 8] 3]s [1]

(c) Ls ist linear. Beweis der Additivitét:
a c _ a+c | 3(a4c)+2(b+4d)
LS({b}Jr{d}) = L3([b+d])_[ 4b + 4d
3a + 2b 3c+2d a c
= et e = e D)
Beweis der Skalaritét:

L?’(A[H) :L3([i‘\‘;b _ [3)\614;)2%} _ {/\(36,@,%)] _ A[g’“jb%} _ /\L?’(H])



