Losung zur Februar-Klausur (Rechenteil)
Lineare Algebra fiir Ingenieure

Variante B

1. Aufgabe 10 Punkte
2 420 0 B -8
Gegeben sei A := 0 06 0 2 € R3® sowie b := 12 | e R
2 —4 1 9 -8 —4

a) Stellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix zu dem zugehorigen linearen Gleichungs-
system (LGS) AZ = b auf, und bringen Sie diese in normierte Zeilenstufenform.

b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS A% = b.
c) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von A.

d) Bestimmen Sie eine Basis von Bild(A).

a) (4 Punkte)

Erweiterte Koeflizientenmatrix: 0
2 -4 1 9 -8|—-4

Normierte Zeilenstufenform mit Gauss-Algorithmus
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2 -4 19 —-8|—4 L0 0 39 —8|-12 |
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— |0 010 5| 2
0 00 1 —1]-2

b) (2 Punkte)
x1, 23, r4 sind Kopfvariablen, xo und x4 sind Nicht-Kopfvariablen. xo und x4 sind also frei
wahlbar, etwa xo = s, x4 = t. Damit ergibt sich fiir die Losungsmenge L

1 1

6—3t+2s 6 2 —3

] 0 1 0

L = 2—%75 | s,teR»=1|2| +span 0], —%
-2+t -2 0 1
t 0 0 1

¢) (2 Punkte)
Der Kern ist die Losungsmenge des homogenen Systems AZ = 0, die sich aus b) ablesen
lasst. Man erhélt
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als Basis des Kerns.

d) (2 Punkte)
Die Spalten, in denen in der NZSF von A Kopfvariablen stehen, bilden eine Basis des
Bildes von A. Also ist

-2 2 0
Bgilaa) = 01,{6(,[0
2 1 9
eine Basis des Bildes.
2. Aufgabe 7 Punkte

Gegeben ist das folgende Skalarprodukt im Vektorraum R??:

by b
<[ Z; Zj ] ) [b; bi }>:a1b1+2a2b2+2a3b3+a4b4

Orthonormieren Sie folgende Matrizen mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens.

0 3 31
EN RIS R

Normieren von Mj:

M| = /(My, M) = /02 +2-32+2-(=3)2+ 02 =6

1 0o 1
e[ 4]
|| M| -3 0

Das Lot von My auf die von A; aufgespannte Gerade féllen:

= 3 0
A2:M2—<A1,M2>A1:M2—2A1={0 3:|

Normieren von As:

1 - 1 - 1 10
Ag = —— Ay = Ay = — { }
| Azl 3v2 v2 [0 1
A7 und As sind die durch das Gram-Schmidt-Verfahren orthonormierten Matrizen von My
und Ms.

3. Aufgabe 12 Punkte
4 00
EsseiA=| -1 2 2
1 2 2
0 -2 0
a) Zeigen Sie, dass | 1 |, 2 | und 1 | Eigenvektoren zu A sind und bestimmen
1 1 —1

Sie die zugehorigen Eigenwerte.



b) Zeigen Sie, dass A diagonalisierbar ist und geben Sie eine Diagonalisierung von A an, d.h.,
finden Sie eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix S, so dass A = SDS~!.

8
c) Losen Sie das Anfangswertproblem %(t) = Ay(t) mit g(5) = | 0
0
(a) (3 Punkte)
Es gilt
0 0 0
All | =]14]|=4]1
1 4 1
-2 -8 -2
A = 4 | =4
1 0 1
0 0 0
A 1|{=1]01|=0 1
-1 0 -1
0 -2 0
Alsosind | 1 | und 2 | Eigenvektoren zum Eigenwert 4 und 1 | Eigenvektor
1 1 -1
zum Eigenwert 0.
(b) (4 Punkte)
0 -2
Die beiden Eigenvektoren | 1 | und 2 | zum Eigenwert 4 sind linear unabhéngig,
1 1

also ist die geometrische Vielfachheit von 4 mindestens 2, die geometrische Vielfachheit
von 0 ist mindestens 1. Da die Summe aller geometrischen Vielfachheiten héchstens drei
sein kann, muss die geometrische VFH von 4 zwei sein und die von 0 muss 1 sein. Da
die Summe aller geometrischen Vielfachheiten gleich die Dimension von C? ist, existiert
eine Basis von Eigenvektoren, also ist A diagonalisierbar. Ist D eine Diagonalmatrix
mit den Eigenwerten auf der Diagonalen und S die Matrix mit den Eigenvektoren als

0 -2 0 4 0 0

Spalten, so gilt A =SDS™'. Alsomit S=|1 2 1 |undD=|0 4 0 | ist

1 1 -1 000
eine Diagonalisierung von A gegeben.
(c) (5 Punkte)

Alternative 1:

8

Die Formel fiir die Losung eines AWP lautet () = e(t=%0)Ag, = Se(t=5)Pg-1 1 ( |

0

mit S und D wie in b).

Berechnung S~! mit Gauss-Algorithmus:

[0 -2 0|1 0 0 1 1 -1/0 0 1 11 -1/0 0 1
12 1f010|—|O0O 1 2|01 -1}|—(01 2|01 -1
1 1 —-1]0 0 1 0 -2 011 0 O 00 4|1 2 =2

1 1 1 3 1 1
010/-20 0 |—|010[-50 0
oo £t ) Looa]




3 2 2
Also S~1 = -2 0 0
1 2 —2
(o0 -2 o0
gt = - |1 2 1
1 1 -1
0 264(15 5)
— e4(t—5) 264(1: 5)
e4(th>) t 5)

Alternative 2: Die Vektoren

toren des R? und somit kann

schrieben werden:

. Also gilt

e4(t=5)
0
0
0
1
1
8
0
0

Man kommt auf folgendes LGS

woraus man als Losung A3 = 2, Ay

8
0
0

0
M1+ X
1
1 1
— [0 1
0 -2

3 2 2 8
-2 0 0 0
1 2 -2 0
864(75—5)
664(t_5) _ 864(t_5) 49 —
664(t75) _ 464(1575) -9

0

1 | bilden eine Basis von Eigenvek-

-1

2
0

0 11 —-1]0
ol—-]01 2/0],
8 00 4|8

= —4, A\; = 6 erhélt. Damit erhdlt man

als Linearkombination dieser drei Vektoren ge-

0 —2 0 0
Jt) =62 | 1 | 4(—4)-efED) | 2 [ 420 | 1 | = | 2[4t 9
1 1 ~1 -2
4. Aufgabe 11 Punkte

Betrachten Sie den Vektorraum V' = R<s[z] der Polynome hochstens zweiten Grades mit der

Basis

C:={ci(x) =2 +z+1,c2(2) =+ 1,c3(z) =

und die lineare Abbildung

L : Res[z] — Realz], p(x) = x(x + 3)p”

1}

()

a) Berechnen Sie die Koordinatenabbildung K¢ von V' bzgl. der Basis C.

b) Berechnen Sie die darstellende Matrix L¢ der linearen Abbildung L bzgl. der Basis C.

c¢) Bestimmen Sie Kern(L) und dim(Kern(L)).




(a) (3 Punkte)
Ansatz: Gegeben az? + br + ¢ € R<a[z]. Gesucht A1, Mg, A3 € R mit

ar’ +br+e= (22 +z+1) +X(z+1)+A3- 1= 2%+ (A + )z + (A + A2+ X3)
Koeflizientenvergleich ergibt:

I )\120,
IT A +)X=b T o A=b—a
IIT M4+X+Ad3=c mun A3=c—b

Also lautet die Koordinatenabbildung

a
Ke:V—=Rar’+br+c— [b—ua
c—b
(b) (5 Punkte)
Benutze den Algorithmus aus dem Skript:
Bilder der Basisvektoren:
Liz*+z+1) = z(z+3)-2 = 222 +6x
L(z+1) = z(z+3)-0 = 0
L(1) = z(x+3)-0 = 0
Koordinaten:
[ 2
Ke(22? + 61) = 4
6
[0
Ke(0) = |0
10

Die darstellende Matrix L¢ ergibt sich aus den Koordinatenvektoren als Spalten:

2 00
Le=|4 0 0
-6 0 0
(¢) (3 Punkte)
Bringe L¢ auf normierte Zeilenstufenform:
1 00
Le— |0 0 0
0 00
Hier ldsst sich Kern(L¢) = span{ ] } ablesen. Damit ergibt sich
0 0
Kern(L) = span{K;"'(| 1 |),Kz;'(| 0 |)} = span{z + 1,1}.
0 1

Es ist weiter dim Kern(L) = dim Kern(L¢) = 2.



