Losung zur April-Klausur (Rechenteil)
Lineare Algebra fiir Ingenieure

1. Aufgabe 10 Punkte

2 4
SeiaecRund A=1| 4 8
1 a

a) Geben Sie ein a an, sodass A nicht invertierbar ist.

b) Geben Sie fiir dieses a die normierte Zeilenstufenform von A an.

2
¢) Geben Sie Kern A fiir dieses a sowie die Losungsmenge des Systems AZ = | 4 | an.
4
a) (4 Punkte)
Variante 1:
Transformiere A auf obere Dreiecksmatrix:
2 4 a-2 2 4 a-—2 2 4 a—2
4 8 0| ~1]0 0 2a—4 | ~| 0 a—2 a+1 | (2Punkte)
1 a 2a 0 a—2 a+1 0 0 2a—4

Fiir a = 2 ist A nicht invertierbar, da dann weniger als 3 Kopfe existieren in der Zeilenstufen-

form. (2 Punkte)

Variante 2:

A ist genau dann invertierbar, wenn die Determinante von A ungleich Null ist. (1 Punkt)Entwicklung
nach dritter Spalte liefert:

4 8 3 2 4
detA—(a—Q)det[l a]+2adet[4 8]_

3
(@ —2)(4a —8) + 2@ 0= (a—2)(4a — 8) = 4(a — 2)?.(2 Punkte)
Also det A = 0 fiir a = 2. (1 Punkt)
Variante 3:
Wenn die zweite Spalte von A ein Vielfaches von der ersten ist, sind die Spalten von A linear

abhéingig und A damit nicht invertierbar. (2 Punkte) Fiir a = 2 ist die zweite Spalte das
2-fache der ersten Spalte und damit A nicht invertierbar. (2 Punkte)

b) (2 Punkte)
Normierte Zeilenstufenform fiir a = 2

2 40 1 2 0
00 3|~]0 0 1](2Punkte)
0 00 0 00

(1 Punkt fiir eine NZSF, die aber nicht die von A ist)



¢) (4 Punkte)

—2s
Aus der NZSF aus b) kann man Kern A = { s | | s € R} ablesen.(2 Punkte) Fiir das
0
System AX = b erhilt man
2 4 02 2 4 0|2 1 2 01
4 8 0(/4|~]100 3[{3|~|0O0T1|1],
1 2 3|4 0 0 00 0 0 00
woraus man die Losungsmenge L. ablesen kann:
1—-2s
L=A{ s | | s € R}.(2 Punkte)
1
2. Aufgabe 7 Punkte

Sei R<1[z] ausgestattet mit dem Skalarprodukt

2
(f.g) = /0 f(@)g(@)de  fir f,g € Reylal.

Orthonormieren sie p;(z) = 1 und ps(x) = x mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens.

Normieren von pq:

1
1 = —(2 Punkte)

1
q1 = =
Il e V2

Das Lot von py auf den von ¢ aufgespannten Raum féllen:

2
) = — 1(2 Punkte)
0

2

z ( > 1 /2 J 1 1(1
2 = P2 q1,P2)q1 \/§ ; \/§ 55

Normieren von ls:

1 - 1
v v v — /3( — 1)(2 Punkte)

ly 1
q2 = = = = =
Izl \/foz(xfl)zdaz \/f02z2721:+1dx \/%—4—1-2 2

g1 und g sind die bzgl. des Skalarprodukts mit dem Gram-Schmidt-Verfahrens orthonormierten
Polynome von p; und ps.(1 Punkt)

3. Aufgabe 12 Punkte
SeiM:{[Cé 2] ER22 | a+d=0}.

a) Zeigen Sie, dass M ein Teilraum des R?? ist.

b) ZeigenSie,dassB:{[i _(1)],[8 (1)}’[(1) é}}eineBasisvonMist.

c¢) Bestimmen Sie die Dimension von M.

a) (6 Punkte)
Zu zeigen ist, dass M i) nicht leer ist, ii) abgeschlossen bzgl. Addition und iii) abgeschlossen
bzgl. skalarer Multiplikation ist. (1 Punkt)



0 0
00
da leicht geraten werden kann!)

i) M ist nicht leer, da z. B. [ } € M, da 0+ 0 = 0.(1 Punkt)(Begriindung wichtig,

az by
cy do
a1 +az by + by
c1+c di+do

ar by

ii) Seien A = { o dy

}EM,B:[ }eM,alsoa1+d1:Oundag—i—dg:O.

(1 Punkt)Dann gilt A+ B = [ ] €M, da

(a1 +az) + (di +da) = (a1 +di) + (ag +d2) =0+ 0=0.

Also ist M abgeschlossen bzgl. Addition. (1 Punkt)

iii) Sei A = {CC” 2
Aa b
Ac A

Multiplikation.(1 Punkt)

] € M, also a +d = 0 und sei A € R. (1 Punkt)Dann ist A\A =

} € M, da Aa+ Ad = Aa + d)X\0 = 0. Also ist M abgeschlossen bzgl. skalarer

M ist also Teilraum des R%2.

b) (5 Punkte)
Man sieht leicht, dass B eine Teilmenge von M ist. Zu zeigen ist, dass B ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem von M ist. (1 Punkt)Fiir die lineare Unabhéngigkeit ist zu zeigen, dass
aus dem Gleichungssystem

1 0 01 01 -
)\1[1 _1}-1-/\2[0 0]—1—)\3[1 O]—O

folgt, dass A\; = Ao = A3 = 0. (1 Punkt)Wir erhalten als erweiterte Koeffizientenmatrix

_ o
OO~ O
O = = O
OO O O

die als Zeilenstufenform

SO O =
[ )
S = = O
oS O O O

besitzt. Daraus konnen wir A3 = A2 = A; = 0 ablesen.(1 Punkt)Um zu zeigen, dass B ein
Erzeugendensystem ist, miissen wir fiir jedes A € M A1, A2, A3 finden mit

1 1 1
A:Al[l _(1)]+A2[8 0]+A3[? 0].(1Punkt)

Da A € M ist, gibt es a,b,c € R mit A = [ CCL 72 ] . Wir erhalten also als Gleichungssystem
1 0 0] a 1 0 0| a
0 1 1]%b 0 1 1| b
1 01 0 0 1lc—a |’
-1 0 0| —a 0 00 O

was mit A\ = a,\2 =a+b—cund A\3 = ¢ — a gelost wird. (1 Punkt)



¢) (1 Punkt)
In b) wurde gezeigt, dass eine Basis von M drei Elemente besitzt, also ist dim M = 3.

4. Aufgabe 11 Punkte

Sei V der Raum der unteren Dreicksmatrizen des R*2. Sei eine Basis B = {4, B,C} von V mit

A= [ i 8 ] ,B = [ (1) (1) } ,C' = [ 8 _2 } gegeben. Weiter sei die lineare Abbildung

L:VoV a 0 . a+b 0
b ¢ c+2a a

gegeben.

a) Bestimmen Sie die Koordinatenabbildung Kp.

b) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg von L bzgl. B.

a) (4 Punkte)

Fir eine Matrix [ Z

2 } sind A1, A2, A3 € R gesucht mit

[ ‘; 2 ] = M A+ X2B + A3C.(1 Punkt)

Daraus ergibt sich das Gleichungssystem

0
0

N
_= = O
> Q

10
~10 1 0 b—a , (1 Punkt)
—-1]|¢c 00

was als Losung \; = a, A2 = b—a und A3 = b — a — ¢ hat. (1 Punkt)Damit ergibt sich als
Koordinatenabbildung

a
KB:V—>R3,[Z 2:|D—> b—a | .(1 Punkt)
b

—a—c

b) (7 Punkte)
Bilder der Basisvektoren:
2 0 10 00

Als Koordinatenvektoren der Bilder der Basisvektoren ergeben sich

2 1 0
KB([Q 0]): 0|, KB([l 0]): 0|, KB([ 0 0]): 1 | .(3 Punkte)
2 1 1 0 -1 0
-1 0 -1
Die Koordinatenvektoren bilden die Spalten von Lg. Somit gilt
21 0
Lp = 0 0 —1 |.(1Punkt)

-1 0 -1



alternativ: Ly = Kgo Lo K;', (1 Punkt)also
o 10 00 0 0
LB(l‘)—KB(L(l’l[l O:|+$2|:1 1:|+133|:0 _1:|))

_ x1 0 . 21 + x9 0
_KB(L(|: Tr1+2xo To— I3 :|))_KB(|: 25[?1+$2—I3 I :|)

2%1 + 22 2 1 0 I
= —x3 | = 00 -1 x2 | (5 Punkte)
—x3 — T -1 0 -1 T3

(fiir jedes Gleichheitszeichen ein Punkt).
21 0
Also Lp = 0 0 —1 |.(1 Punkt)
-1 0 -1



