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Losungsskizze
1. Aufgabe 10 Punkte
Gegeben sei folgendes lineare Gleichungssystem (LGS) mit z1,za, 23,24 € R:
xr1 — 2x2 + X3 — —2
2¢x1 — 4x2 + 224 = 4
—z1+2z2—x3t+xs = —2

(a) Stellen Sie die zum LGS zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix [A|b] auf und bringen Sie [A]b]
in normierte Zeilenstufenform.

(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS.
(c) Bestimmen Sie Kern(A) und eine Basis von Bild(4).

(a) (4 Punkte)
1 -2 1 0
2 —4 0 2

-1 2 -1 1

27 iy [1 -2 1 0
2
41 —22510 o0 1 -1
9 I4+II1

(b) (2 Punkte)
Aus der NZSF(A) folgt, dass z1,z3,z4 Kopfvariablen sind. Setze z» := s € R. Kopfvariablen als

Linearkombination von z, darstellen: z; = 6 + 2s,z3 = —8,z4 = —4. Die Losungsmenge des LGS
6+ 2s 6 [ 2 ]
. 0 1
ist dann: L = —88 |seR = s | ts| | Is€ER
4 4 | 0 |
(c) (4 Punkte)
[ 2 7 2
L = spezielle Losung + Kern(A4). Also Kern(4) =< s (1) | s € R » =span (1]
0 0

Da in der ersten, dritten und vierten Spalte der NZSF-A “die Kopfe stehen bilden die entspre-
0
, | 2 .
1

2. Aufgabe 8 Punkte

3 2,2
—4 7}61{&

chenden Spaltenvektoren von A eine Basis von Bild(A {

Gegeben sei B := [

(a) Bestimmen Sie mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens eine () R-Zerlegung von B, also eine ortho-
gonale Matrix @) und eine obere Dreiecksmatrix R mit B = QR.
(b) Stellen Sie B [ (1) } als Linearkombination der Spalten von @) dar.

(a) (6 Punkte) B = [b; by
1Ba]] = /3% + (—4)> = V25 =5

4:1;121[ 3]
D= g T 5 -4

b <hasa=[F]- < [1] [ ][ 2]=[3]+[ 2]

Il = VI = V5 =
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(b)

(2 Punkte)

B[?]QR:ZHLQR[?]:Q[‘g]:—5§1+5q’2=—5[

O[O | Lo
O Gt s

ol 1]

3. Aufgabe 12 Punkte

Gegeben sei die Matrix C :=

(a)

-2 0 0

3 1
1 1 -1 |eR¥undVy,, =span ¢y :=| ~1 |,¥5:= |0 .
1 3 -3 0 1

C besitzt zwei verschiedene Eigenwerte. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von C
sowie die beiden Eigenwerte.

Der Eigenraum zum Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2 ist V), ,. Bestimmen Sie den Ei-
genraum V3, zu dem anderen Eigenwert.

Sei W € Vy,, W # 0. Bestimmen Sie die darstellende Matrix Cg, von C beziiglich der Basis
By := {#, W, >} des R3.

. -2
Losen Sie das Anfangswertproblem %(t) = Cy(t) fiir o = y(5) = { 1 } .

1
(5 Punkte)

-2 0 0 1 0 —2_ 2 0 0 -
pc(z) = det 11 -1 |—z|0 1 = det 1 1—2 -1 pree
1 3 -3 0 0 1 1 3 _3_x 1. Zeile

(—2—m)-det([1;’” - ]):(—2—$)[(1—z)(—3—x)+3]:(—Q—x)(x2+2x):—z(—2—x)2

-3-z
Die Nullstellen von pc(z) sind die Eigenwerte von C. Also sind A1/ = —2 und A3 = 0 die
gesuchten Eigenwerte.

oo

(2 Punkte) Nach (a) hat der Eigenwert —2 die algVFH 2 und 0 die algVFH 1. Gesucht ist also
der Eigenraum zum Eigenwert 0.

-2 0 0 1 0 0 -2 0 0 1rT -2 0
V., = Kern 11 -1|-0f0 1 o0 = Kern 11 -1 =" Kern 01
1 3 -3 0 0 1 1 3 -3 STHITT 0 3
= Kern 0 1 -1 = span 1
—3IT+11T 0 0 0 1

(3 Punkte) B ist eine Eigenbasis des R? bzgl. der lin. Abb. die von C definiert wird. Die dar-
stellende Matrix ist eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten entsprechend den Basisvektoren

-2 0 0
aus B, auf der Diagonalen: Cz, = l 00 0 ]

0 0 -2
—2 3 1
(2 Punkte) g, ist Eigenvektor zum Eigenwert —2, da 4o = 1| =—-] -1[+] 0], also
1 0 1

-2
Jo € Vay s - j(t):e‘z(t_5)l 1]
1
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4. Aufgabe 14 Punkte
Gegeben seien der 3-dimensionale Vektorraum U := {A € R*? | A ist eine obere Dreiecksmatrix},

By = {[ (1) 7(1) } , [ 8 ? } , [ g i }} eine Basis von U und L : U — U eine lineare Abbildung mit

1 0 0 1 0 2 2 0 0 1 1 1
p(lo aD=lo b o5 2D)=15 = 2(la 1 )=l o]
a) Bestimmen Sie zwei verschiedene Elemente aus Kern(L).
b) Ist L injektiv/surjektiv/bijektiv?
)
)

(
(
(c) Bestimmen Sie die Koordinatenabbildung Kz, von U beziiglich der Basis Bs.

(d) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg, von L beziiglich der Basis B,.

(a) (4 Punkte)
. . 0 0
Da L linear, ist [ 0 0 ]
1
1

0 0 0
[0 o] =2[s
1 0 0
liriarL(2[0 _1]+[0

Also [ g _g ] € Kern(L).

(b) (3 Punkte)
L ist nicht injektiv, da nach (a) Kern(L) # {6}
= dim(U

Nach Dimensionssatz ist dim(Bild(L)) ) —dim(Kern(L)) < 2 # 3 = dim(U).

~——
=3 >1

Also ist L nicht surjektiv.
L ist nicht bijektiv, da weder injektiv noch surjektiv.

(¢) (4 Punkte)

. 3. a b 1 0 2 0 1] _J[a b
KB2'U_>R’|:O C]H[ ]mltal[o _1]+02[0 1 + 0 1110 ¢
1 0 a 1 0 O a 1 0 0 a
Komponentenvergleich ergibt | 0 2 b 2 1 b — |0 2 1 b
-1 1 c I+IH 0 1 1|a+c | -2 {9 0 —1|-2a+b—2¢c
1 0 0 a |1 00 a
e —— 0 2 0 —2a+2b— 2¢ — 0 1 0| —a+b—c
I+ | 9 0 -1 | —2a+b-—2¢ 31 0 0 1|2a—b+2c

R (52D =] ey

|
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5. Aufgabe 9 Punkte
Fi - R2 — R2:2 s Fy . Rgl[T] — R? s Fs . R2:2 — R?
(o] = [ 7] awtb o |5 (o] = [aftal

(a) Bestimmen Sie die Komposition F3 o Fj.
(b) Uberpriifen Sie, ob F} eine lineare Abbildung ist.
(c) Uberpriifen Sie, ob F eine lineare Abbildung ist.

(a) (3 Punkte)

(b) (4 Punkte)
Seien [ ‘; ] ,

0 F (]

A
e 5])=n(G])=] % l=al % ¥]=on((3])
F, ist linear, da additiv (i) und homogen (ii).

(c) (2 Punkte)

F>(1) + Fx(z) = [ (1] ] -f—[ g] = [ (?; ] # [ i’ ] =F(z+1)
F5 ist nicht linear, da nicht additiv.

6. Aufgabe 7 Punkte
Wihlen Sie Matrizen My, M, Ms € R?2, die die entsprechenden Eigenschaften haben. Zeigen Sie, dass
die Eigenschaften von den gewihlten Matrizen erfiillt werden.

(a) M, ist antisymmetrisch (d.h., es gilt —M; = M) und orthogonal.

(b) M, ist eine obere Dreiecksmatrix, diagonalisierbar aber nicht invertierbar.

(c) Ms ist eine obere Dreiecksmatrix, invertierbar aber nicht diagonalisierbar.

(a) (2 Punkte)

M, = [ (1) :)1 ] ist antisymmetrisch, da

T
Msz[(lj _01} :[—01 (1]]:—1[0 _1]:—M1undorthogonal,da

menf =0 L0 5 ]=[0 V]

(b) (2 Punkte)

M, = [ g g ] ist diagonal (also diagonalisierbar), aber nicht invertierbar, da det([ 8 g ]) =0

(¢) (3 Punkte)
M; = [ (1) 1 ] ist invertierbar, da det([ (1] 1 ]) =1#0.
Bei einer obere Dreiecksmatrix stehen die Eigenwerte auf der Diagonalen. A = 1 ist EW von Mj

mit algVFH()) = 2. Aber geomVFH()) = dim (Kern ([ ol ] ~1 [ 0! ])) = dim (Kern ([ 0 ])) =
dim (spa,n ([ : D) =1+ 2=algVFH()\)

Also ist [ (1) i } nicht diagonalisierbar.



