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1. Aufgabe 11 Punkte

Gegeben sei die Matrix A := [ _i 7; ] € R%2,

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom p4 der Matrix A.

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A sowie die zugehorigen Eigenrdume.

(c) Entscheiden Sie, ob Kern(A4) = {6} gilt.

(d) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem: i—f(t) = Ag(¢) fiir yo = ¢(0) = { g }

(a) (2 Punkte)
pa(z) = det(A — zI) = det ([ 2:4m Qilm ]) =2-2)?2-4 =22—-4dz=z(x—4)

(b) (5 Punkte)

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des char. Polynoms: A\; = 0 und A, = 4.
Die zugehorigen Eigenrdume sind:

Vi, = Kem(4-01) = Kemn(4) =Kem ([ 5 7} ]) = Kem ([ 3 73 ]) zwem([5 3
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(¢) (1 Punkt)
Nach b) ist 0 Eigenwert von A. Also ist Kern(A) # {6}
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(d) (3 Punkte)

[ g ] ist Linearkombination von Eigenvektoren von A: [
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2. Aufgabe 1 8 0 3 9 Punkte
Gegeben sei die Matrix B := g 315 g 712 € RH* mit 8 € R.
1 -2 0 -1

(a) Bestimmen Sie mithilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes det(B) in Abh#ngigkeit vom
Parameter f.

(b) Bestimmen Sie alle 5 € R, sodass B invertierbar ist.
(c) Bestimmen Sie det(2B) fiir 8 = 2.

(a) (4 Punkte)

1 8 0 3 L 8 s
det(B) =det | |2 % 2 2| ME CpMiadet ([0 1 1
1 2 o0 -1 3. Spalte 1 —2 -1

Lo 2 (et ([ ) e ([ 7]))

= 2(-14+2+8-3) =-208-2) =-28+4
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(b)

(c)

(3 Punkte)

B ist invertierbar, falls det(B) # 0.
det(B) = -28+4=0=03=2

Also ist B fiir alle 8 # 2 invertierbar.

(2 Punkte)
det(2B) = 2*-det(B) =2%(-23+4)=2*.1=2% =16

3. Aufgabe

Gegeben sei die lineare Abbildung L und die Basis B des R<3[z]:

L: R[] — R
ar’ +br+c — (b+o)z

B:={2*-2,z-1,2z}.

14 Punkte

(a) Bestimmen Sie Kern(L).
(b) Ist L injektiv/surjektiv/bijektiv?
(c) Bestimmen Sie Lg, d.h. die darstellende Matrix von L beziiglich der Basis B.
(d) Geben Sie ein von Null verschiedenes Element aus Kern(Lg) an.
(a) (3 Punkte)
Fiir az? + bz + ¢ € Kern(L) gilt: L(az? + bz + ¢) = (b + ¢)z? + 4a = 0z + 0z + 0
Koeffizientenvergleich ergibt folgendes LGS: b+c¢=0< ¢ = —b, a =0.
bi=scR=>c=—s
Kern(L) = {sz —s|s€ R} ={s(zx—1)|s € R} =span{z — 1}
(b) (3 Punkte)
Nach a) ist dim(Kern(L)) =1 # 0. = L ist nicht injektiv.
= L ist nicht bijektiv.
Aus dem Dimensionssatz folgt dann dim(Bild(L)) = 2:
dim(R<s[z]) = 3 = dim(Kern(L)) + dim(Bild(L))
=1 =2
Da dim(Bild(L)) = 2 # 3 = dim(R<z[z]), ist L auch nicht surjektiv.
(c) (6 Punkte)
Spaltenweise Bestimmung von Lg:
1. Spalte ist Lgé) = Kp(L(Kz'(€1))) = Kp(L(z? — 2)) = Kp(—2z% + 4)
—2
= Kg(-2(z%* - 2)) = 0
0
0
2. Spalte ist Lpés = Kg(L(Kz"(€2))) = Kp(L(z — 1)) = Kg(0) = | 0
0
3. Spalte ist Lgés = Kg(L(Kz'(83))) = Ks(L(2z)) = Kp(22?)
2
=Kp(2-(z2-2)—4-(x—1)+2-(2z)) = l —4 ]
2
-2 0 2
Ly = 0 0 —4
0 0 2
(d) (2 Punkte)
0
Nach a) ist z — 1 € Kern(L). Also ist Kp(z — 1) = [ 1 | € Kern(Lg)
0
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4. Aufgabe 9 Punkte

Die untenstehenden Matrizen @, R € R*? bilden eine QR-Zerlegung der Matrix D € R*2, d.h., es gilt
D = @R mit @ orthogonal und R obere Dreiecksmatrix.

;4
Q:=[a @] mitqitz[ ]cfzz[ : ] wd Ro= [ 5 4 ]
5

ot ot

(a) Bestimmen Sie Q! und R™!.
(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems D% = [ i }

(c) Stellen Sie D [ 1 } als Linearkombination der Spalten von () dar.

(a) (4 Punkte)
Da @ orthogonal ist, gilt Q= = QT = 1 [
1
2

14411 2 0
0 —-1(0 1

(=TI
o
—
[E—

(c) (2 Punkte)
pli]=er[i]=e[s A][1]=e] t]-0n-a

5. Aufgabe 9 Punkte
Gegeben seien die folgenden Abbildungen:
F: R - R3 , F: R?Z = R[] , F3: R® — R2
2] - [ oo o]
b b { p ] —  x+ (a+ 2b) . 0

(a) Bestimmen Sie die Abbildungsvorschrift der Komposition Fj o F3.
(b) Uberpriifen Sie, ob F; eine lineare Abbildung ist.
(c) Uberpriifen Sie, ob F} eine lineare Abbildung ist.

Derte
(b) (4 Punkte)

Fﬁr[%],[2]6R2unda€]Rist:

Y (ED B e e B e

-a([sra])-m(5]+[0)

(a) (3 Punkte)
(F1 o Fs) <
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Fj ist also additiv.

r(afs]) - ((m]) =] | =a] ] en ()

ab

F; ist also auch homogen.
Da additiv und homogen, ist Fj eine lineare Abbildung.

(¢) (2 Punkte)

Bfo])=r(lq])=cro=0-r([;])

F ist nicht linear, da nicht homogen.

6. Aufgabe 8 Punkte
Gegeben sei der zweidimensionale Vektorraum V := {A eER>?| A diagonal} ausgestattet mit dem
Skalarprodukt M; und die Menge C:

0 b 0 2 0 4 0
<{a(1) ag}’[ (1) b2}>M1::(1,1b1+2(12b2 , C::{[O 4},[0 _1}}QV.

(a) Zeigen Sie, dass C eine Basis von V ist.
(b) Uberfiihren Sie die Basis C mithilfe von Gram-Schmidt in eine Orthonormalbasis Conxg von V.
(¢) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung kein Skalarprodukt auf V' definiert:

<«,~>M2:VXVH]R;<[‘“ 0}‘[“ 0

0 ay 0 by :| >N, = aib; —ashy .

(a) (3 Punkte)
Da V nach Aufgabenstellung zweidimensional ist, bilden zwei linear unabhingige Vektoren aus
V eine Basis von V. C C V besitzt zwei Elemente. Bleibt zu zeigen, dass diese linear unabhéngig
sind:
i3 emld 2] 0] anmen
Komponentenvergleich fiihrt auf das homogene LGS: 2a; + 4a; =0, 4a; —a2 =0
2 4] 1m-21 [2 4
Rl
Der Rang der Koeflizientenmatrix ist also gleich der Anzahl der Spalten, ndmlich 2. Das homogene
LGS hat folglich nur die eindeutige Losung a; = as = 0. Somit ist C eine Basis von V.

(b) (3 Punkte)

=4.142:(—1)-2=0

[4
v Z 0]:\/4~4+2.2—1)~<—1>[3 —HZi[g —(1)] :ﬁ[g —(1)]
0 —

_J1] 10 i [4 0
CoNB—{§[0 2]am[0 _1]}
(c) (2 Punkte)
A TS O
M, ist nicht positiv definit und definiert somit kein Skalarprodukt auf V.



